KAPITOLA 7

POTENCIALOVE PROUDENI TEKUTIN

7.1. Uvod

Tato kapitola obsahuje nékolik piiklad na urceni rovinného neviro-
vého neziidlového staciondrniho proudéni nestlacitelné kapaliny. Uziva se
k tomu vysledku teorie funkei komplexni proménné (viz [KIV]), specidlné
tzv. komplexntho potencidlu. Pripomenme zde zakladni fakta. Zajemce
o podrobnéjsi vyklad odkazujeme napiiklad na [CR], [LS], [B], [Ce], [K5],
[ST].

Rovinné stacionarni proudéni v oblasti Q@ C Ry se popisuje vektorem
rychlosti V(z,y) = (V,,Vy), jehoz slozky V,, V, jsou funkcemi soutad-
nic z, y bodu v roviné. Proudnici rychlostniho pole V' nazyvame takovou
kiivku v €, pro kterou je k ni teény vektor v kazdém jejim bodé rov-
nobézny s vektorem V' v tomto bodé. Z podminky nevirovosti mame
rovnici

(1) rotV =0,
z podminek staciondrnosti a nezridlovosti rovnici
(2) divV =0.

Z podminky (1) vyplyva existence tzv. (redlného) potencidlu u(z,y)
(v jednoduSe souvislé oblasti globdlné, ve vicendsobné souvisle pouze
lokélné nebo jako mnohoznaénd funkce), pro ktery plati

(3) V =gradu.
Dosazeni (3) do (2) d4

(4) Au =0,
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tj. potenciél u je feSenim Laplaceovy rovnice (je to harmonicka funkce).
Proto teSeni tloh teorie proudéni vede na YeSeni okrajovych tiloh pro
Laplaceovu rovnici. K tomu (jak vime z piedchozi kapitoly) se v pii-
padé dvou nezavislych proménnych da s vyhodou uzit funkci komplexni
proménné.

Zékladnim pojmem je tzv. komplexni potencidl: v disledku (4) exis-
tuje k redlnému potencidlu v harmonicky sdruzend funkce v(z,y) (v jed-
noduse souvislé oblasti globalné, ve vicenasobné souvislé jen lokalné nebo
jako mnohozna¢na funkce), tj. takovd harmonicka funkce v, ze funkce

f(z) = u(z,y) +iv(z,y), 2 =2z +iy,

je holomorfni funkci proménné z. Tato funkce f se nazyva komplexnim
potencidlem rychlostniho pole V' a jeho derivace f' komplezni rychlosti.
Funkce v se nazyva proudovou funkci. Z definice je zfejmé, ze komplexni
potencidl je proudénim urcen jednoznacné az na aditivni konstantu.

Naopak, na kazdou holomorfni funkci f(z) = u(z,y)+iv(z,y), 2 = z+
iy se muzeme divat jako na komplexni potencial proudéni V' = (V,,V,),
pro néz je u(z,y) = Ref(z + iy) redlnym potencidlem a v(z,y) =
Im f(x+iy) proudovou funkci, a tedy v diisledku Cauchy-Riemannovych
podminek je

ou ou Ou Ov
Ve+iVy=—+4i—=— —i— = fl(2),
* : Oz Oy Oz Oz 1'(2)
tj.
NWVIil=1f], Ve =Ref, V, = —Imf".

Protoze jsou kifivky u = konst, v = konst ortogondlni, je vektor V' =
gradu tec¢nym vektorem ke kfivce v = konst, a tato kfivka je proto
proudnici. Kiivky u = konst se nazyvaji ekvipotencidlnimi kiivkami.
V dtisledku (5) jsou tedy proudnice resp. ekvipotencidlni kiivky dény
predpisem

Im f = konst. resp. Re f = konst.

Je-li ¢ kiivka v Ry a V' vektorové pole, pak integraly

N¢:/(V,n)dS:/VndS, F¢:/Vd90: /(V,T)ds: /VTdS
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