Predmluva

Semestralni pfedndsku (s dotaci 3/0), vénovanou tvodu do ergodické theorie,
jsem konal na MFF UK od roku 2007. Pfednaska je urcena studentkdm a studentim
se spise skrovnou predbéznou prupravou, u ¢tendrky ¢i ¢tenare této knihy oceka-
vam jen solidni znalost realné analysy a theorie miry a jistou orientaci v zakladnich
pojmech funkcionalni analysy. Znalost theorie pravdépodobnosti je potifebna jen v
nékolika mélo odstavcich, které l1ze bez velké skody preskocit, jest pouze vhodné
byt sezndmen s vlastnostmi podminéné stfedni hodnoty (které jsou vSak v textu
vyloZeny). Primérnim cilem pfednasky bylo ,rozsifit obzory“ a podat zakladni pou-
¢eni o puvabné partii mathematiky, pripadné naznacit nékteré jeji klasické aplikace
v theorii pravdépodobnosti ¢i theorii ¢isel, nikoliv pripravit pro dalsi badatelskou
praci v oblasti dynamickych systémil; text je tedy programové strucny, elementarni
a, pokud to jen lze, s podrobnymi dukazy.

Prvnich pét kapitol knihy odpovidé dosti pfesné latce, probrané na pirednésce
v letnim semestru 2019, doplnéné o ivahy (odsunuté do pozndmek nebo vysizené
petitem, a nékdy trochu narocnéjsi nez zakladni text), jez z ¢asovych ditvodi lze na
prednéasce nanejvyse letmo zminit, které vSak podle mého nazoru obsahuji zajimavé
doplniujici informace, anebo jsou dulezité pro logickou kohesi vykladu.

Popisme strukturu knihy ponékud podrobnéji. Zakladnim objektem, ktery vy-
Setfujeme, je méfitelny dynamicky systém (X, 2", m,T), kde

» (X, 2) je méfitelny prostor, pfi¢emz body mnoziny X interpretujeme jako

mozné stavy systému,

» T je méritelné zobrazeni X do sebe, representujici vyvoj systému za jeden

krok, to jest, Tx je stav systému v Case 1, byl-li x stav v case 0,
» m je T-invariantni pravdépodobnostni mira, tedy takovéa, ze pro libovolnou
ndhodnou veli¢inu f na (X, 2", m) maji f a f oT stejné rozdéleni.
Uvazujeme-li iterovand zobrazeni T", dostaneme striktné stacionarni proces f =
(f oT™ n > 0); ukdZeme, Ze méfitelné dynamické systémy a striktné stacionarni
nahodné procesy popisuji v podstaté tyz mathematicky objekt, avSsak pro vyklad
je v knize zvolena fe¢ dynamickych systému.

Pozadavek invariance miry m ma pfekvapivé silné disledky a umoziuje odvo-
dit dulezité vysledky o asymptotickém chovani dynamického systému, to jest, o
(pravdépodobnostnim) chovani trajektorii (7T"x)52, pfi n jdoucim do nekonecna.
Asymptotické chovani ndhodné posloupnosti nelze vzdy uspokojivé popsat, striktni
stacionarita je, spolu s nezavislosti, martingalovou a markovskou vlastnosti, jednou
ze fundamentalnich charakteristik, které to umoznuji.

Zakladni abstraktni véty o chovani méfitelnych dynamickych systému odvodime
v druhé a treti kapitole. Hlavnim vysledkem druhé kapitoly je Poincarého véta o
rekurenci, ukazujici, Ze m-skoro kazdy bod x libovolné méritelné mnoZiny A se do A
nekone¢nékrat vrati (neboli Ze mnozina {n > 0; T"x € A} je nekoneénd). Ve tieti
kapitole dokédzeme tzv. individualni ergodickou vétu: pro kazdou integrovatelnou



funkci f posloupnost (f(T7x))52, skoro jisté konverguje ve smyslu aritmetickych
prameért, to jest
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existuje m-skoro jisté. (V feci striktné staciondrnich procesti: pro proces f plati
silny zakon velkych ¢isel.) Ergodickd véta a jeji snadné dtsledky ndm umozni vy-
délit a charakterisovat klicové tFidy dynamickych systémi, jejichz chovani je vice
,chaotické” ¢i ,ndhodné“; zhruba jde o to, v jakém smyslu se, pro libovolnou volbu
A, B € 2, stavaji mnoziny A a T~™B asymptoticky nezavislé pro velka n.

Jadrem knihy je ¢tvrta kapitola, v niz uvedeme jedenact konkrétnich dynamic-
kych systémi, na néz lze s ipéchem aplikovat dfive odvozené vysledky a pritom
se mnohdy vyjevi jejich pfesah do jinych partii mathematiky. Nékteré z priklada
jsou jen ilustrativni, ale jiné maji charakter ,,malé theorie“ a jejich analysa je prac-
néjsi, nez byly dukazy vét z predchozich kapitol. Nejvétsi pozornost je vénovana
nasledujicim modelim:

» V §2 dokdzeme, Ze pro libovolné spojité zobrazeni T' kompaktniho metric-
kého prostoru do sebe existuje invariantni pravdépodobnostni mira, a tedy
ucCeni z prikladu je vSak methoda, kterou invariantni miru zkonstruujeme,
nebot se uplatnila v mnoha oblastech mathematiky.

» V §4 je uvazovana posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in jako dynamicky systém, specialné, silny zakon velkych ¢isel pro tuto
posloupnost je vyvozen jako snadny disledek ergodické véty.

» §6 je vénovan markovskym fetézctim s konecné mnoha stavy. Ergodicka
theorie umoznuje dokazat vétsinu jejich zakladnich vlastnosti velmi elegant-
nim zpusobem.

» Naésledujici § 7 je vénovan zobrazeni y — cy jednotkové kruznice v roviné na
sebe (tedy rotaci kruznice o tihel argc¢), systému jednoduchému jen zdanlivé.
Vlastnosti tohoto systému zavisi na aritmetickych vlastnostech ¢isla c; véty,
jez dokazeme, lze zajimavym zpusobem vyslovit v feci theorie Cisel a maji
i vztah k Benfordovu zdkonu (ktery popisuje rozdéleni prvni platné ¢islice
mnoha soubort dat).

» I v §8 je vySetfovan dynamicky systém na kruznici, a to dany zobrazenim
y — y*. Mezi dusledky patii dikaz, ze skoro vSechna realna éisla jsou
normalni, to jest, zhruba Teceno, ¢islice 0 az 9 jsou v jejich dekadickém rozvoji
rovnomérné rozdélené.

» Thematem § 11 je vztah ergodické theorie a fetézovych zlomku. Jakkoliv si v
dikazech vystacime s tymiz elementarnimi prostiedky jako ve zbytku knihy,
jde o vysledky o stupen obtiznéjsi, nez jsou tvrzeni diive probirana. Proto
je zakladni vyklad veden neformalné a presné, detailni dikazy jsou postpo-
novany do apendixu. Nechtél jsem vsak dikazy zcela vynechat, nebot se mi
zdalo dilezité ukazat alespon na jednom piikladu, Ze i s tvodnimi poznatky
ergodické theorie 1ze dojiti k znacné netrividlnim vétam.
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Ve stru¢né paté kapitole pojednavame o problému, jak rozpoznat, zda dva dyna-
mické systémy jsou ve vhodném smyslu isomorfni. To je dilezité thema, ale presa-
hujici zvoleny elementarni ramec knihy, takZe se omezime na uvodni informaci bez
dikaz.

Nebot predb&zné znalosti posluchacek a posluchac¢t prednasky byly, zvlasté v
poslednich letech, zna¢né heterogenni a nékteré véty, jez se uzivaji v zakladnim
textu, zjevné nebyly Casti auditoria bézné, je jako Sesta kapitola pfipojen apendix.
V ném nejprve, maje na mysli spise studentky a studenty theorie pravdépodobnosti,
pfipominam nékteré vysledky funkcionalni analysy a poté — zpisobem vhodnym
pro analytiky — pojem podminéné stfedni hodnoty a slabé konvergence mér. Pro
vSechny je pak urcen soustavny vyklad zakladnich vlastnosti fetézovych zlomki, na
néjz navazuji, jak jiz bylo zminéno, dikazy vét z § 11 ¢tvrté kapitoly.

Kniha je uzavfena seznamem pouzité literatury™ a rejstiikem znaceni.

Jsa jen laicky uzivatel ergodické theorie drzel jsem se zpocatku pfi prednaskach
dosti tésné klasické ucebnice [76]; v ¢asti vénované piikladiim jsem s prospéchem
uzil téz knihy [53] a [9] a skripta [56]. Postupné se pfednéska témto vzorim poné-
kud vzdalila, rad bych zminil zvlasté vliv knih [20] a [73], byt se objevily az v dobé,
kdy zna¢né ¢ast tohoto textu byla jiz napséna.’ Ctenditim zminéné knihy dopo-
rucuji pro hlubsi seznameni s ergodickou theorii; je mozno v nich nalézti i odkazy
na pivodni prace ¢i na monografickou a ucebnicovou literaturu. Jasné pouceni o
vztazich ergodické theorie k hladké a topologické dynamice poskytuje kniha [28],
byt diikazy v ni uvedené jsou nékdy uréeny spise dosti pokroéilym ¢tenaitim. Cetné
zajimavé prehledové staté o riznych thematech vztahujicich se k ergodické theorii
a dynamickym systémim obsahuje kniha [42].

Kolegové Tomas Kroupa a Petr Coupek precetli takika cely text a jsem jim
zavazan za cenné pripominky. Dilezité podnéty jsem dostal i od obou recensentt
skript. Na ¢etné drobné nedostatky jsem byl upozornén posluchackami a posluchaci
prednasky, z nichz jmenovitou zminku si zaslouzi alespon Miroslav Jetleb.

*V textu na ni odkazuji ¢islem podle tohoto seznamu.
TTam, kde jsem pii vykladu uzil dalsi literaturu, upozoriiuji na to piimo v textu v poznamkach
pod ¢arou.
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