Kapitola 7

Newtonuv a Riemannuv
integral

Shrnuti kapitoly: Seznamime se se dvéma typy integrdli: s integralem Newtono-
vym a integralem Riemannovym. U druhého typu integrdlu si ukdZeme dvé metody
jeho zavedeni, coZ ndm zjednodusi dukazy nékterych jeho vlastnosti. UkaZeme st
take, jak oba integrdly spolu souvisi. Ddle se seznamime s nékterymi pokrocilymi
ndstroji, jako napriklad s obecngm tvarem druh€ véty o stredni hodnoté. Pro inte-
grdl Newtonuv se naucime rizné metody jak urcit bez vypoctu integrdlu, zda integrdl
konverguje ¢i diverquje. Nakonec si uvedeme néktere zakladni aplikace Riemannova
integrdlu: vypocet obsahu plochy pod kiivkou a vypocet délky krivky.

Pojem integralu (nékdy nepfesné nazyvany ,integralem urc¢itym*“) patii k nej-
casto. V této kapitole se seznamime se dvéma typy integralu, Newtonovym a Rie-
mannovym, pozdéji pak jesté s integralem Lebesgueovym.

Uvazujme nésledujici ilohu. Méjme hmotnou ty¢ se zadanou linearni hustotou
o(x), x € [a,b]. Cilem je najit hmotnost tyce. Je-li o = konst, pak m = o(b — a).
Neni-li ¢ konstantni, pak mame nasledujici moznosti.

a) Vezméme z € (a, b] a predpoklddejme, Ze (pfipadné myslenkovym) pokusem
umime uré¢it hmotnost éasti tyce [a,z] pro vSechna z € (a,b], tedy umime urcit
m(z). Potom pro b > y > x > a je ,stfedni hodnota linedrni hustoty na tseku
mezi x a y

p ) = ()
mean y —x il
proto
. omly) —m(x)
=1 —
o) = lim =5 (),

tedy o(x) = m/(z). Dostéavame
Miotal = /m’(:r) dz|z=p — 0(= m(a)),
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coz lze psat jako

Mtoral = / o) dals_y — / o(x) dels_,

tedy jako rozdil primitivnich funkci v bodé b a a (a proto nevznikd problém s in-
tegra¢ni konstantou, ta se odeéte). Toto je podstata Newtonova integrdlu, je-li F
primitivni funkce k f, pak

N)/ f(z)dz = F(b) — F(a).

b) Pokusme se nyni postupovat jinak. Pfedstavme si, Ze umime rozdélit ty¢ na
malé ¢asti a ptiblizné spoditdme hmotnost kazdé ¢ésti tyce (mezi z a = + Azx) jako

Ami = Q(l‘z)(Ax)'u xr; € [x,x + (AJ})Z], libovolné.

Potom Mapproz = Y ieq Am; = > i o(x;)(Ax);, je-li ty¢ rozdélena na n dilkd,
pfitemz x; € [x,x + (Ax);] je libovolné. Ocekavame, ze kdyz n — +oo (a soucasné
(Az); — 04), pak se bude mgppros blizit ke skuteéné hmotnosti tyce, tedy

n

mwml— hm ZAmz hm Z o(x;)(Ax);.

~>0+ %04, 1

Pocitdme vlastné obsah pod grafem funkce z — o(z). Toto je zdkladem Rieman-
nova integrdalu, tedy

b n

(R) | f(z)dz = lim ZQ(%‘)(AZ‘%’-

i=1

Uvidime pozdéji, ze pro ,rozumné funkce* davaji oba integraly tutéz hodnotu.

c¢) Posledni typ integralu se kterym se v tomto kurzu sezndmime, tedy integral
Lebesguetv, je zaloZen na mysSlence métit presné velikost mnozin, na kterych nase
funkce nabyva jednotlivych hodnot. Proto se da velice jednodusSe zobecnit na inte-
gral nad vicerozmérnymi mnozinami. Ted se ale tomuto velice dtlezitému pojmu
nebudeme vice vénovat.

Nabizi se otazka, pro¢ nestaci integral jeden a proc¢ tedy zavadime integraly tii
(ve skutecnosti jich existuje jesté mnohem vice). Riemanniv integral, jak uvidime
zanedlouho, m4 pfirozenou geometrickou interpretaci: jde vlastné o obsah plochy
pod grafem funkce x — f(x), jejiz integral pocitdme. Stejné tak nam piirozené
vyplynou dalsi aplikace, budeme se vénovat podrobnéji délce krivky, dalsi jsou
pak uvedeny v Appendixu D. M4 ale i své nevyhody. Pii jeho zavedeni pozadujeme
omezenost funkce i intervalu, pres ktery integrujeme. Navic se obtizné pocita primo
z definice.

Tyto nevyhody odstranuje integral Newtonuv, ktery tzce souvisi s tim, co jiz
zname, totiz s hledanim primitivni funkce k zadané funkci. Jak jsme ale vidéli, né-
kdy najit primitivni funkci na t¥idé elementarnich funkci neumime, a to i v pfipadé
relativné jednoduchjch elementarnich funkei (napfiklad = +— ewz). Tento integral



7.1. ZAVEDENI NEWTONOVA INTEGRALU 217

(na rozdil od Riemannova, kde to lze, ale vysledek neni plné uspokojujici) také
nelze pfimocafte rozsirit na integral pfes vicerozmérné oblasti. Navic v pripadé, kdy
je dané funkce nespojita ve spocetné mnoha bodech na omezeném intervalu (jako
napftiklad Riemannova funkce, kterd ma Riemanniiv integral), Newtoniv integral
neexistuje. Také, jako tfeba pro Dirichletovu funkci, pro nékteré funkce neexistuje
ani jeden z téchto integrali. Kone¢né mnohé véty, které bychom obcas potiebo-
vali (napiiklad prohozeni limity a integralu) se pro tyto integraly tézko dokazuji a
predpoklady téchto vét jsou hodné vzdalené od téch optimalnich.

Proto se zavadi dalsi z integrald, Lebesguetiv integral. I ten méa své problémy, ale
tém se budeme vénovat az ve tfetim dile skript. Ted jen poznamenejme, Ze vyZzaduje
hlubsi matematické znalosti, na které jesté nejsme pripraveni, a cely postup jeho
zavedeni je pomérné myslenkoveé naro¢ny. Umoznuje ale pomérné primocaré zobec-
néni pro integraci funkci vice proménnych. Na druhou stranu, pokud jej opravdu
chceme vy¢islit, vétsinou se pomoci hlubsich vlastnosti nakonec dopracujeme k vy-
poc¢tu Newtonova integralu pres jednorozmérny interval, a proto potfebujeme umét
zachazet s vSemi tfemi integraly.

7.1 Zavedeni Newtonova integralu

Definice 7.1.1 (Zobecnéna primitivn{ funkce). Necht f, F: R — R a (a,b) C R.
Rekneme, ze F je zobecnénou primitivni funkci k f na (a,b), jestlize

(i) F je spojité na (a,b)

(ii) F' = f na (a,b) \ K, kde K C (a,b) spliiuje podminku

K N (—n,n) je koneénd mnozina kdykoliv n € N.

Poznamka 7.1.2. (i) Pokud je (a,b) omezeny interval, pfipoustime jen koneénou
mnozinu K. Pokud (a,b) = R, lze pfipustit tfeba K = Z.

(ii) Je-li F primitivni funkei k f na (a,b), je automaticky také zobecnénou primi-
tivni funkeci.

(iii) Funkce F(z) = |x| je zobecnénou primitivni funkci k funkei sign na R, ale
neni jeji primitivni funkei, nebot neexistuje F’(0) (tedy F nemuzZe byt na intervalu
obsahujicim bod 0 primitivn{ funkci ani k Zadné jiné funkci). Obracené, funkce sign
nemuze byt derivaci zddné funkce na intervalu obsahujicim bod 0, nebof nespliuje
Darbouxovu vlastnost.

(iv) Dirichletova funkce nemtze mit zobecnénou primitivni funkei, nebot pak by
na jednotlivych intervalech tvoficich (a,b) \ K musela mit Darbouxovu vlastnost
(pfipomenime Definici 6.2.7).

Poznadmka 7.1.3. Funkce se nazyva po ddstech konstantni na (a,b) C R, je-li
mozno (a, b) rozdélit na koneény pocet podintervalt, na nichz je funkce konstantni.

Tvrzeni 7.1.4. (i) Je-li F' zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b) a C € R, pak
F + C je také zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b).

(ii) Jsou-li F a G zobecnéné primitivni funkce k f na (a,b), pak existuje C € R
takové, Ze G = F + C'.

(iii) Je-li Fy zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b), Fy zobecnénd primitivni



