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15.5 Jednoduché funkce, aproximace méritelnych
funkci jednoduchymi funkcemi a spojitymi
funkcemi

Vyse jsme si uvedli, Ze jsme jiz pfipraveni definovat integral pro po ¢astech kon-
stantni méritelné funkce. Ve skutecnosti dokdzeme pracovat s Sirsi tfidou funkei,
kterd se ndm pro budovani teorie ukaze jako klicova.

Definice 15.5.1 (Jednoduch4 funkce). Necht X je mnozina a s: X — R*. Rek-
neme, 7e s je jednoduchd funkce, jestlize s(X) je koneénad mnozina.

Poznamka 15.5.2. Jednoduchou funkci je tedy mozné zapsat jako

n
s=_ajxa,,
=1

kde {a;}7_; CR"a Aj, j=1,...,n jsou podmnoziny X. Pfedchozi reprezentace
je jednoznacnd, pokud jsou {«;} rizné hodnoty a {A4;} po dvou disjunktni. V ta-
kovém pripadé je jednoduché funkce méritelna pravé tehdy, kdyz vSechny mnoziny
A; jsou méTitelné.

Priklad 15.5.3. (i) Kazda po ¢astech konstantni funkce s popsana pomoci ko-
necného poctu intervalli je jednoduché.
(ii) Dirichletova funkce je jednoduché a lebesgueovsky méfitelna.
(iii) Numerické funkce definovand jako f = oo na R je jednoduché a lebesgueovsky
méritelna.

Meétitelnost funkce s jednoduchymi funkcemi tizce souvisi. Pfipomenime, ze uz
vime, ze bodova limita jednoduchych méritelnych funkci je méfitelna. Plati i obra-
ceny vysledek.

Véta 15.5.4 (O aproximaci méfitelnych funkei jednoduchymi funkcemi). Necht
(X, M, ) je méFitelng prostor a f: X — [0,00] je méfitelnd funkce. Pak existuje
posloupnost {s,} jednoduchych méfitelngch funkci na X takovd, Ze 0 < s, <
Sn+1 < f, sp <00 na X pro vSechnan € N a s, — f na X.

Diikaz. Pro kazdé n € Na k € {1,...,n2"} definujme mnozinu
k—1 k
F,L7k:{I€XZ on Sf($)<27}

Nyni polozime

k—1 .
Sn(x): on pl‘OmGFn,lm Egﬂeke{l7,n2 }
n proxz € X\ Uk:1 Fo k.

Tim jsme dostali jednoduchou funkci s oborem hodnot {0, %, Ql, ey — %,n}

splitujici [s,(z) — f(z)| < 5 kdykoliv f(z) < n. Odtud s, — f na X. Navic
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jestlize pro néjaké n € N a k € {1,...,n2"} plati £-1 < f(2) < £, pak mame

on n
2512111) < f(z) < 23% a mohou nastat jen dvé mozZnosti
2(k—1) 2(k—-1)+1 2(k—-1) k-1
i ST <—mr— = senle) = g = g = (@)
a
2(k—-1)+1 2k 2(k—1)+1 1
2n+1 S f(l‘) < 2n+1 = S7L+1(x) = 2n+1 = S"(gj) 2n+1 .
Proto s, (z) < spt1(x). O

Poznamka 15.5.5. (i) Pokud je f navic omezend, mame s, = f na X.

(ii) Pokud f méni znaménko, lze pfedchozi konstrukei aplikovat na f™ a f~. Do-
staneme bodové konvergentni posloupnost jednoduchych funkci, nicméné obecné
uz konvergence neni monotonni.

Lebesgueovsky méritelné funkce se daji navic aproximovat spojitymi funkcemi.
Musime ovSem ¢ast defini¢niho oboru odebrat.

Véta 15.5.6 (O aproximaci lebesgueovsky méfitelnych funkei spojitymi funk-
cemi). Necht f: RN — R je lebesgueovsky méritelnd funkce a € > 0. Pak existugi
meéritelnd mnoZina A C RN a posloupnost {f,} spojitijch funkci na RN takové, Ze
An(A) <eaf,— fnaRV\ A

Diikaz. Nejprve si struéné uvedeme myslenku dikazu. Prvnim krokem je apro-
ximace pomoci jednoduchych funkei tvaru s, = > 7 an kX A, - Pokracujeme
pfechodem k jednoduchym funkcim tvaru ¢, = Z;nz"l An kX Fp o Kde Fiyp C Ap g
jsou uzaviené mnoziny, pro néz je Ay (A, i \ Fn k) velice mald (sjednocenim téchto
mnozin nakonec vznikne pravé malickd mnozina A ze znéni véty). Vyhoda pfe-
chodu k mnozindm F;, j, spo¢iva v tom, Ze mezi témito mnozinami vznikl prostor,
ktery nam umozni konstantni ¢asti funkce spojité dodefinovat. Nékteré ze zmi-
nénych krokt vyzaduji kompaktnost pouzitych mnozin, proto nejprve uvedeme
podrobny dtkaz pro pfipad aproximace na omezené mnoziné. Modifikaci dikazu
pro obecny piipad provedeme na konci.
Krok 1: aproximace na omezené mnoziné.

Zde se budeme zabyvat aproximaci na oteviené jednotkové kouli B;(0). Podle
predchozi poznamky Véta o aproximaci métitelnych funkci jednoduchymi funkcemi
(Véta 15.5.4) davé posloupnost jednoduchych funkei s, = " an kx4, ., kde
{ani} jsou redlnd &isla a {A, x} jsou lebesgueovsky méfitelné mnoziny. Podle
Véty o vnéjsi a vnitini regularité Lebesgueovy vnéjsi miry (Véta 15.3.19) existuji
kompaktni mnoziny {F, 1} tak, ze F}, , C A, 1 N B1(0) a

9

Podle Tvrzeni o vzdalenosti uzaviené a kompaktni mnoziny (Tvrzeni 15.3.20) pak
existuje d,, € (0,1) takové, ze

dist(F g,y Foogy) > 26, kdykoliv ky, ks € {1,...,mn} a ki # ko.
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Il I A

Obrazek 15.2: Nahrazeni jednoduché funkce funkci spojitou: nejprve lehce zmen-
Sime jednotlivé uroviiové mnozZiny, pak funkci spojité dodefinujeme na dopliiku
jejich sjednoceni.

Definujme nyni funkci
My

fn = Z wn,kv
k=1

kde

() = an k(1 — %) pokud 0 < dist({z}, F\, 1) < 0,
0 pokud dist({z}, Fyuz) > dn.

Pak {f,} jsou spojité funkce, pro kazdé n € N plati

fnZSn na TLnan,k
k=1
a
(U e Bu0): fu@) £ 50@)}) <A (U U(Ank 0 BiO) Fp)
n=1k=1
S Z 2nfk+1 S Qnil S g
n=1k=1 n=1

Krok 2: aproximace na neomezené mnoziné.
Protoze RY = |J;2, Bi(0), pokusme se provést aproximaci na B; pro vsechna
I € N. Jak se to déla na B;(0), jsme si predvedli v minulém kroku. V ném ziskané
kompaktni mnoziny ozna¢me F @ spojité aproximujici funkce ozna¢me f}. Po-
kud pracujeme na Bs(0), postupUJeme obdobné. Jen tentokrat se pokusime o vétsi
presnost pfi aproximaci trovilovych mnozin pomoci mnozin kompaktnich. Jako
vyse lze nalézt kompaktni mnoziny {F; } tak, ze Ff  C Ap kN B2(0) a

~ €
AN ((Anx N B2(0)) \ Fia i) < Snthiz
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Abychom si nezkazili aproximaci ziskanou na Bj(0), polozme jesté Fg k= Fvgk U
F, ;- Pak totiz stdle mame

g

Fp CAnkNBy(0) a  An((AnrNB(0)\ F2j) < o=t

ngk
ale navic jsme jesté dostali F, , C Fy,. S témito mnozinami nyni pracujeme jako
vyse pii konstrukei funkei {f2}.
Pokracujeme indukei. Dostaneme F,, C Fp, C F3, C --- C Any, dile
thk - Ank N Bl(()) a

€

AN((An kN Bi(0) \ F, ) < pYERg

Nyni se jiz snadno ovéfi, ze diagonélni posloupnost { 7} ma pozadované vlastnosti.
O

Poznamka 15.5.7. Vhodnou modifikaci dikazu pfedchozi véty lze dokonce uké-
zat, ze mnozina A, na které posloupnost spojitych funkci nekonverguje k dané
funkci, ma nulovou miru.

Pfipomenme, ze spojité funkce jsou lebesgueovsky métitelné. Na druhou stranu,
lebesgueovsky mértitelné funkce vykazuji jistou slabsi verzi spojitosti. Pred uvede-
nim odpovidajiciho vysledku jesté potiebujeme provést pripravu, ktera je zajimava
sama o sobé.

Véta 15.5.8 (Jegorovova véta). Necht (X, M, pn) je mérFitelng prostor a plati
w(X) < oo. Necht {fn} je posloupnost mérFitelngch funkci z X do R*, které€ jsou
skoro viude konecné a konverguji skoro vsude na X. Necht ¢ > 0. Pak existuje
méritelnd mnoZina E C X takovd, Ze u(E) < € a {fn} konverguji stejnomérné
na X \ E.

Dikaz. Diky predpokladtim véty mtzeme najit A C X takovou, ze u(A) = 0,
{fn} jsou koneéné na X \ A a konverguji v§ude na X \ A k funkci f. Pro v8echna
k,n € N definujme mnoziny

Bopi= J{o € X\ A2 |f5(2) = f(2)] = 1}

Pak {E), 1} jsou méFitelné mnoziny a plati pro né E, D E,41 . Dale diky bodové
konvergenci pro kazdé k € N mame

m En,k = (Z)
n=1

Z poslednich dvou informaci a p(E1 i) < oo (vyuzivame p(X) < oco) dostavame

lim p(E, ) =0.

n—oo
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Ke kazdému k € N proto lze najit n(k) € N takové, Ze p(Ey k) < 5¢. Polozme

B:=|JE.wx a E=AUB.
k=1

Pak u(E) < € a pro kazdé x € X \ E a kazdé k € N plati
1 S
Ifi(z) = f(z)] < Z pro kazdé j > n(k).
O

Véta 15.5.9 (Luzinova véta). Necht f: RV — R je lebesqueovsky mévitelnd a
e > 0. Pak existuje oteviend mnoZina G C RN takovd, %e An(G) < ¢ a f je
spojitd na RN \ G vzhledem k RN \ G.

Diikaz. Podle Véty o aproximaci lebesgueovsky méfitelnych funkei spojitymi funk-
cemi (Véta 15.5.6) existuji A C R a posloupnost spojitych funkei {f,} takové,
ze fn — fna RN\ AaAy(A) < 5. Aplikujme nyni Jegorovovu vétu (Véta 15.5.8)
na koulich B;(0), abychom pro vSechna [ € N dostali mnozinu A; C B;(0) spliiujici

mh=f na B;(0)\ (AU A4;) a An(4)) < ST
Restrikce bodové limity funkei f,, na doplnék mnoziny A U J;2, 4; je zde proto
spojita a navic plati An (AU, A1) <e. O

Poznamka 15.5.10. Jestlize uvazujeme funkci f definovanou na omezené mno-
Ziné Q2 C RY, po dodefinovani funkce nulou vné ) dostavame z predchozi véty, ze
Q\ G je kompaktni, a proto je f ziZeno na Q \ G stejnomérné spojitd (vzhledem
k Q\G).

15.6 Dodatek: o vztahu spojitych a méritelnych
funkci, dalsi vlastnosti borelovskych funkci

V naésledujicim textu uvedeme nékolik piiklada a vysledki z teorie redlnych funkci
(dtikazy jsou soucésti specializovanych pfednasek na oboru matematika), o kterych
si myslime, Ze umozni ¢tenafi lepsi pochopeni pravé probrané latky.

Predné Luzinova véta (Véta 15.5.9) se da zesilit tak, Ze dokonce existuje funkce
g € C(RY) splitujici ¢ = f na RY \ G. To plyne z nésledujictho vysledku o
rozsifovani spojitych funkci, jehoz dikaz lze, podobné jako dikazy vsech ostatnich
vét z této sekce, nalézt v [Sr].

Véta 15.6.1 (Tietzeho véta). Necht (X, o) je metricky prostor, F C X je uzaviend
mnozina o f € C(F). Pak existuje g € C(X) takovd, e g = f na F.



