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22.4 Priklady a aplikace

Priklad 22.4.1. Nechf 0 < a < b. Spocitejme E_I(WM). Pouzijeme
Vétu o vyjddieni inverze reziduem (Véta 22.3.8), jejiz predpoklady jsou zfejmé

splnény. Nejprve uvazujme pripad a < b. Pak mame pro kazdé ¢ > 0
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Vsimnéme si, ze jsme nemuseli piipad a = b pocitat znovu, ale Ze jsme mohli
spocitat limitu pro b jdouci k a v pfipadé, kdy a # b. To plyne z toho, ze pfi
pouziti Véty o inverzi Laplaceovy transformace (Véta 22.3.4) je v daném piipadé
prislusny integral spojitou funkci parametri a a b diky Vété o spojitosti integralu
zavislého na parametru (Véta 15.10.1).

P¥iklad 22.4.2. Necht a > 0. Spocitejme £~ 1(e~%VP), kde je druh4 odmocnina
komplexniho ¢isla definovana pfedpisem ,/p := g%e% prop:= e, p>0as €
(=, ) (vybrali jsme jednozna¢nou holomorfni vétev komplexni druhé odmocniny
odpovidajici logaritmu pracujicimu s hlavni hodnotou argumentu).
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Nejprve si pov§imnéme, ze pro s € (=7, 5) plati
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Diky tomu jsou splnény podminky Véty o inverzi Laplaceovy transformace (Véta
22.3.4) a z ni dostavame
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L7 e WVP)(t) = — lim / ePle™ VP dp pro vechnat € Ra £ > 0,
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kde kiivka ¢¢: R — C je zadana predpisem
e(s) =& +is pro s € R.

Zafixujme t > 0 a & > 0. Integral popisujici £~1(e=%VP)(t) spoc¢itame pomoci
Reziduové véty (Véta 20.8.17). Ke konstrukci uzaviené kiivky budeme piistupovat
podobné jako v ditkazu Véty o vyjadieni inverze reziduem (Véta 22.3.8), musime si
vSak dat pozor na zde pouzivanou holomorfni vétev komplexniho logaritmu, ktera
neni definovana na zaporné realné poloose. Kladné obihanou kfivku volime jako
na Obrazku 22.5.
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Obrazek 22.5: Volba kladné obfhané kiivky p¥i vypodtu £-1(e?VP)(t).

Diky druhé verzi Cauchyovy véty (Véta 20.4.5) celkové méme

/ ePle™ VP dp = 0.
1D Dws

Zabyvejme se nyni integraly pies jednotlivé c¢asti zkonstruované kiivky. Jednak
plati

/ ePleaVP dp "L 2miL ™ (e VP)(¢).
1



228 KAPITOLA 22. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Dale

& is 1 is
‘/ eptefa\/z?dp‘ §/ |eRe t ‘efaRZeQ |Rds
P2 a

ICCOS b:3

£
rccos &

T 1 .
:/ ethossefaR2 s 3 Rds
a;

in 1 T
< /4 efte—aR§ cos(%ﬂ)RdS + / e_%Rds Rjoo 0.
a £ 2

£ 3
rCCos s

Podobné dostaneme
/ ePle= VP dp Rateoy,
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Navic diky tomu, ze €* — 1 pro z — 0, ziskédvame
’/ ePle=avP dp’ < 2meC Eﬁ—?+ 0.
Y4
Zbyva se vypotradat s integraly pres kiivky @3 a @s5. Nejprve si povSimnéme, ze
pfi zafixovaném p; < 0 mame pro p = p; + ips
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Odtud (pro korektni interpretaci a zdtvodnéni néasledujiciho limitniho pre-
chodu mutzeme pouzit Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci, tedy Vétu
15.8.21, a stejnomérnost vyse uvedenych limit viéi p; € [—R, —¢]; integrace per
partes pouzitd nize se provede na omezeném intervalu a pak si dvakrat vypo-
miZeme Lebesgueovou vétou o majorizované konvergenci)
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