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20.4.1 Aplikace Cauchyovy véty na vypocet integralu

Zde si ukdzeme dva priklady aplikace Cauchyovy véty. Jednak se budeme zabyvat
obtiznym integralem takového typu, jaké nam v dalsi kapitole pfichysta Fourierova
transformace. Déle se budeme vénovat dvéma redlnym integralim. V obou pfipa-
dech pijde o situace, kdy integrand nemad primitivni funkci na t¥idé elementarnich
funkei, tedy standardni pocetni technika Newtonova integralu nelze pouzit.

Priklad 20.4.10 (Ptiklad souvisejici s Fourierovou transformaci). Zabyvejme se
integralem

I(\¢€) = / oM e i2met g,

kde A\, ¢ € R. Integrand patif do L*(R) pro kazdé A > 0 a £ € R. Piedné si
povSimnéme, Ze volba & := 0 dava

I()\,0) ::/ e dg = \/f

Déle plati I(A,§) = I(\,—&) (stadi provést substituci y = —z). Proto budeme
pracovat jen s & > 0.
Integral si jesté prepisSme do vhodnéjsi podoby

252

I(X€) =/ e AEHT S gy = oS / e Ma+iT)® gy

Pocitame proto integral typu
o0 SN2
J::/ e Metin) dx,
—0o0

kde p > 0 (v nasem piipadé je u := ﬂ%)

Pozor, formalné by se mohlo zdat, ze integral substituci z+iy = y ,,pfevedeme®
na ndm dobfe zndmy pripad integralu ffooo e’ dy. To ale neni mozné. 1 kdyz
formélné v tomto pripadé by vysledek vysel spravné, pozdéji si ukdzeme piiklad,
kdy by tato ,substituce” vedla ke Spatnému vysledku. Uvédomme si, Ze takovou
substituci nemtzeme provést, protoze proménna y by byla komplexni.

Na chvili zafixujme R > 0. Cauchyovu vétu pouzijeme na holomorfni funkci
f(z) = e a na kiivku © =1 P2 D s D py, kde

1(t) =t+1i0 prot € [-R, R]
wa(t) = R+it pro t € [0, u]
p3(t) = —t +ip prot € [-R, R]
pa(t) = —R+i(p—1) pro t € [0, u].

Ziejmé diky druhé verzi Cauchyovy véty (Véta 20.4.5) méme

/ e dz = 0.
©
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Obrazek 20.9: Znazornéni kiivky z ptikladu souvisejiciho s Fourierovou transfor-
maci.

Nyni se budeme vénovat integralim pres jednotlivé ¢asti kiivky . Oznacme

Jo ::/ e dz.
P2

Pak mame

2 24\ 2 2 2 B
|Jo] < sup o™ |£,, = p max [e" M) = ;) max [emME ) gTi2ARE
(p2) te[0,u] te[0,u]
= ‘uef)‘(R?*Mz) R—:i)—oo 0.

Podobné dostaneme
Jy = / R PR S 0.
L

Az? R At2 4, R—>+oo o A2 ™
lez/e_zdz:/ e M dt = / e " dt =4/,
P1 —-R —00 )\

kde 1ze pfi limitnim pfechodu pouzit tfeba Lebesgueovu vétu o monotonni kon-
vergenci (Véta 15.8.19).
Pro zbyvajici integral Js mame

Dale

R [e%s)
Jz = / R / e~ M) qp Brgee / e M+ gt — .
¥3 -R —0o0

Zde nam limitni pfechod umoznuje Lebesgueova véta o majorizované konvergenci
(Véta 15.8.21) a L' (R)-majorantu ndm d4va odhad

|e—>\(t+i,u)2| _ |e—)\(t2—u2)e—12>\tu‘ _ e—)\(t2—,u2).

Celkové jsme dostali

O/e**dzJ1+J2+J3+J4R1+°°\/§+OJ+O.
©
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/Oo e M gy = j = \/f

Odtud konec¢né dostavame

Proto

2¢2 o . <2e2
I\ &) =e” > / e AEHT)” 4y = \/fe_f pro vSechna A >0 a ¢ € R.

Poznamka 20.4.11. Specidlni volba A = 7 v pfedchozim prikladu dava
o0
/ efﬂwzefiQTer dr = efﬂ'fz.
—0o0

Tento vysledek budeme v teorii Fourierovy transformace interpretovat tak, ze
2 .
funkce e™™*" se transformuje sama na sebe.

Piiklad 20.4.12 (Fresnelovy integraly). Spoéitdme Fresnelovy integraly

(N) /000 cos(z®)dz  a (N) /OOO sin(z?) dz.

Piedné poznamenejme, Ze substituce ¢t = 2% dava

(/\f)/ooocos(xQ)dacz(N)/Ooozo\j;dt.

7Z tohoto zapisu je snadné ukézat, ze uvedeny integral neexistuje jako Lebesguetiv
a existuje jako Newtontv (¢i zobecnény Lebesgueiv). Podobné pro druhy integral.
Mizeme vSak psat (iplné napravo je Lebesguetv integral)

R

0o R
(N)/o cos(z?)dz = lim (./\/)/0 cos(z?)dz = lim cos(z?) du.

R—00 R—o0 [
Oznac¢me [ = fOR cos(z?) dz. Podobné dostavame
(N)/ sin(z?)dz = lim Jg,
0 R—o00
R . , o
kde Jg := [, sin(2?)dz.

Cauchyovu vétu budeme nyni aplikovat na holomorfni funkci ¢ a kitvku
© =1 D p2® 3, kde

01(t) =t 410 pro t € [0, R]
©o(t) = Re't pro t € [0, 7]
©3(t) = —tel® prot € [—R,0]



