KapriToLA 1

UVOD DO METRICKYCH PROSTORU

V této uvodni kapitole jsou uvedeny zdkladni pojmy metrickych prostort a jejich
vlastnosti spolu s pfislusnymi terminy a oznacenimi, které pro tyto pojmy budeme
ddle pouzivat (v rGznych publikacich a pfednaskiach se mohou terminy i oznaceni
lisit). Dtikazy u jednoduchych souvislosti nebo jednoduchych pfimych postupd bud
nejsou uvedeny nebo jsou tu jen v kratké ndpovédé.

1.1 METRICKY PROSTOR

V historickych pozndmkach na konci této kapitoly je zminéno, Ze Fréchet definoval
vice pojmt vhodnych pro vzdilenost nebo konvergenci. Nejvice se ujal nasledujici
pojem, kterému dal Hausdoff ndzev metrické prostory (v origindle metrische Riume).
Tyto struktury jsou definovdny pomoci pfirozenych vlastnosti vzdalenosti zndmych
z euklidovskych prostord.

| Definice 1.1.1 Metricky prostor |

Necht X je mnoZina a d je funkce ptifazujici kazdé dvojici (x, y) z X nezaporné

redlné ¢islo d(x, y) majici vlastnosti:

1. pro x,y € X je d(x,y) = 0 pravé kdyz x = y;

2.d(x,y) = d(y, x) pro kazdé x, y € X (symetrie);

3.d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) prokazdé x, y, z € X (trojihelnikova nerovnost).
Funkce d se pak nazyva metrika na X a dvojice (X,d) se nazyva metricky
prostor. Pokud se prvni vlastnost nepoZaduje jako ekvivalence, ale jen jako
implikace (x = y) = (d(x,y) = 0), nazyva se d pseudometrika a (X, d)
pseudometricky prostor.

Nevylucujeme mozZnost X = 0. Zékladnim pfikladem jsou euklidovské prostory R”

s obvyklou vzdalenosti n
d({xi}, {y;}) = '21 |xi — il
i=

N ERA

Na konci této C4sti jsou uvedeny dalsi priklady (nékteré z nich pouZijeme uZ nyni).

Prirozenym zpiisobem se definuje vzddlenost bodu nebo mnoziny od mnoZiny a prii-
mér mnoziny. Pro metricky prostor (X,d) a x € X,A,B C X definujeme (index d
v definici priméru se Casto vynechdva):

d(x,B) = inf{d(x,b);b € B}, d(A,B) =inf{d(a,b);a € A, b € B},
diamy A = sup{d(a,b);a,b € A}.
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Je vhodné ptipomenout, Ze inf a sup se chdpou na mnoziné [0, +co), tedy sup @ = 0,
inf @ = +o0 a dostavame d(x, @) = d(A, 0) = +oo, diam (0) = 0.

Zadefinujeme nyni nékolik uZite¢nych pojmi pro metricky prostor. Bude-li ziejmé,
0 jakou metriku na mnoZiné€ X se jednd, budeme uvadét misto (X, d) Casto jen X.

Definice 1.1.2 Konvergence, oteviené a uzaviené mnoziny, uzavér L

Necht (X, d) je metricky prostor a A C X.
1. Posloupnost {x,} v X konverguje k bodu x € X (nebo ma za limitu bod
x € X), jestliZze lim, d(x,, x) = 0. Znaden{i: x,, — x nebo lim x, = x.

2. MnozZina A se nazyva oteviend, jestlize Zadnd posloupnost z X \ A nekon-
verguje v X k bodu z A.

3. MnoZina A se nazyva uzavrend, jestlize limity posloupnosti z A leZi v A.

4. Uzdvér mnoZziny A je mnoZina vSech limitnich bodd posloupnosti z A.
Uzavér mnoZiny A se vétSinou znaci A.

Pro X = R jsou oteviené intervaly otevienymi mnoZinami. Intervaly jsou uzavte-
nymi mnoZinami pravé kdyZ maji jeden ze tvard [a, b], (—o0, b], [a, +00), (—00, +00),
kde a,b € R. Oteviené mnoziny v R jsou pravé disjunktni sjednoceni otevienych

intervali. Uzaviené mnoZiny v R maji sloZitéjsi tvary. V roviné je kazdy graf
spojité funkce na uzavieném intervalu uzavienou mnoZinou. Je snadno vidét, Ze

A={x e X;d(x,A) =0}.

Muze se stat, Ze dve rizné metriky urcuji totoZné konvergence (napf. na R obvykla
metrika |x — y| a metriky 2|x — y|, min{|x — y|, 1}, |arctg (x) — arctg (y)|). Pokud je
v néjaké situaci potiebnd konvergence ziskana z metriky a nikoli hodnoty t€ metriky,

wov s

lze pouZzit vhodnéjsi metriku, kterd ma stejnou konvergenci.

Definice 1.1.3 Ekvivalentni metriky |

Dvé metriky d, e na mnoZiné X se nazyvaji ekvivalentni, jestlize metrické pro-
story (X, d) a (X, e) maji totoZné konvergentni posloupnosti. Pojmy a vlastnosti,
které se nezméni zdmeénou metrik za ekvivalentni, se nazyvaji topologické.

Prostory s ekvivalentnimi metrikami maji tedy stejné oteviené mnoZiny, stejné uza-
viené mnoZiny, stejné uzavéry mnoZin, protoze tyto pojmy jsou definovany pomoci
konvergence.

Mohli jsme misto konvergence zadefinovat jako primarni pojem oteviené mnoZiny
a znéj definovat konvergenci. Podobné s ostatnimi pojmy. Nasledujici tabulka ukazuje
prislusné vztahy. V fadku je tucné vytistén zdkladni pojem a charakterizace ostatnich
pojmt podle tohoto zdkladniho pojmu. Pro jednoduchost bude G znacit libovolnou
otevienou mnoZinu, F libovolnou uzavienou mnoZinu a A libovolnou podmnoZinu,
vSe v (X, d). Zkratka s.v. znadi skoro vSechna, tj. az na kone¢né mnoho.
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Konvergence x, — x|Oteviené mnoZiny Uzavfené mnoZiny Uzévér

Konvergence {x,} NG =0 = limx, ¢ G|{x,} C F = limx, € F|A = {x;3{x,} C A limx, = x}
x € G = s.v. x, € G |Oteviené mnoZiny F=X\G x€EA© (xeG=>GNA#0
x¢F=>sv.x,¢F |G=X\F Uzaviené mnoziny |A = {F;F D> A}

{x} =Nk, Nn{x,} [ANG=0=ANG=0 [F=F Uzéavér

V poslednim fadku a prvnim sloupci by mél byt pfesnéjsi (ale prili§ dlouhy) zapis
{x} = N{{x;;i € A};A C N, A nekonec¢nd}. Diikazy uvedenych souvislosti jsou
velmi jednoduché a piimé (plynou z popisu uvedenych pojmi). Pro zacatecniky
je vhodné si tyto dikazy provést, protoZe tim ziskaji vhodné myslenkové pochody
a uvédomi si rtizné vztahy.

Analogicky situaci v euklidovskych prostorech Ize definovat dal$i topologicky
pojem, a to okoli bodu v prostoru (X, d). Zakladnim pojmem je koule v (X, d) se
sttedem v bodé x € X a poloméru r > 0, tj. mnoZina B,(x) = {y;d(x,y) < r}.
Uzavienou kouli rozumime mnoZinu B,(x) = {y;d(x,y) < r}. Koule jsou oteviené
mnoziny, uzaviené koule jsou uzaviené mnozZiny. Ale pozor, na rozdil od euklidov-
skych prostorti nemusi byt uzaviena koule B,(x) uzdvérem oteviené koule B,(x).

Definice 1.1.4 Okoli bodu ]

Okoli bodu x v metrickém prostoru (X, d) je kazdd podmnoZina v X obsahujici
nékterou kouli B, (x).

Jinymi slovy, soustava otevienych kouli se stfedem v x je tzv. bazi okoli bodu x,
tj., kazdé okoli obsahuje prvek baze. Navic lze za bazi vzit jen spocetné mnoho kouli
{B,(x)}, kde r, — 0 (Casto se bere r, = 1/n nebo r, = 27"). Ve Cviceni 1.1.4 na
konci této Cdsti je moZné si ovéfit, Ze okoli bodu x 1ze definovat pomoci ostatnich
vyse uvedenych topologickych pojmil a obracené, diive uvedené pojmy lze popsat
pomoci okoli. Napf. mnoZina je oteviend prave kdyZ je okolim kazdého svého bodu.

Lze definovat i okolf mnoZiny: mnozina U C X je okolim mnoZiny A v X, jestlize
je okolim kazdého bodu z A, tj. pro kazdé a € A existuje r takové, Ze B,(a) C U.
Nemusi ale existovat r stejné pro vSechny prvky a € A (napf. vezmeme za A kladnou
osux vR?aU = {(x,y); |yl < 1/x}). Pokud by takové stejné r existovalo, dostaneme
tzv. stejnomérné okoli mnoziny A, které zna¢ime B,(A). Zatimco okoli mnoZiny je
topologicky pojem, stejnomérné okoli neni topologicky pojem.

| Definice 1.1.5 Mnozina husta, ¥idka, 1., 2. kategorie, separabilni l
Nechf X je metricky prostor.

1. PodmnoZzina v X se nazyva hustd, jestlize jeji uzavér je cely prostor X.

2. Podmnozina v X se nazyva ridkd, jestlize doplné€k jejitho uzdvéru je husty.

3. Podmnozina v X se nazyva I kategorie, jestlize je sjednocenim spocCetné
mnoha fidkych mnoZin. ,

4. PodmnoZina v X se nazyva 2. kategorie, neni-li 1. kategorie.

5. Metricky prostor se nazyva separabilni, jestliZe ma nejvyse spocetnou
hustou podmnoZinu.




