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,[ Véta 1.5.7 Vlastnosti totalné omezenych prostora ]

1. Kompaktni prostor je totdalné omezeny
2. Podprostor totdlné omezeného prostoru je totdalné omezeny.
3. Uzdver totalné omezeného prostoru ve vétsim prostoru je totdlné omezeny.

4. Soucin nejvyse spocetné mnoha totdlné omezenych prostori je totalné
omezeny.

5. Stejnomerné spojity obraz totalné omezeného prostoru je totdalné omezeny.

J

Diikaz. Vlastnosti 1,2 a 5 plynou napt. z pfedchozi Véty 1.5.6.5. Podobné i vlast-
nost 4, protoZe soucin kompaktnich prostorti je kompaktni (Véta 1.5.1.4). Pro dikaz
vlastnosti 3 si sta¢i uvédomit, Ze pokud ma prostor nekonecnou r-sit, ma kazda jeho
husta ¢ast nekonecnou r/2-sif. Nynf staci pouZzit Vétu 1.5.6.2. o

CVICENI

1. Kompaktnost a totdlni omezenost 1ze definovat stejn€ i pro pseudometrické pro-
story. Plati, Ze pseudometricky prostor je kompaktni (nebo totdlné omezeny), pravé
kdyZ jeho metrickd modifikace m4 stejnou vlastnost.

2. Kazda spojitd bijekce na kompaktnim prostoru je homeomorfismus.

3. Najdéte piiklad spojitého obrazu totdlné omezené mnoZiny ktery neni totdlné
omezeny.

4. Dokazte, Ze metricky prostor X je separabilni praveé kdyZ lze z kazdého otevieného
pokryti prostoru X vybrat spocetné pokryti. [Ndvod: Pro jednu implikaci se pouZije
Vétal.1.5.2 o spocetné bazi, pro opa¢nou implikaci se pouZije diikaz sporem a sestroji
se nespocetna r-sit.]

5. Soucin [0, 1]" (tzv. Tichonoviv kvidr) je kompaktni.

6. Soucin [],en [0, %] (tzv. Hilberttv kvadr) je kompaktni podmnozina £;. Tichonoviv
a Hilbertliv kvadr jsou homeomorfni (nikoli isometrické).

7. Cantorova mnoZina je kompaktni.

8. Prostor neprazdnych uzavienych podmnozZin kompaktniho prostoru s Hausdor-
ffovou metrikou je kompaktni. Pro podrobnosti viz Vétu 5.4.1 a po ni nésledujici
odstavec v Kapitole 5.

9. Metricky prostor X je separabilni pravé kdyz lze vnotit do Tichonovova (nebo
Hilbertova) kvéadru. [Ndvod: pro kazdy bod p husté spocetné podmnoZiny prostoru X
a kazdé n € N existuje spojité zobrazeni X — [0, 1], které se rovnd 0 na By /(s+1)(p)
alnaX \ By/,(p) —napt. kd(x, Bi/n+1)(p)) pro vhodné k; diagondlni soucin téchto
zobrazeni je hledané vnoteni.]

Ditsledkem jsou nésledujici dvé tvrzeni:

(i) Metricky prostor X je separabilni pravé kdyZ ma ekvivalentni totdlné omezenou
metriku.

(i1) Metricky prostor X je kompaktni pravé kdyZ je homeomorfni uzavienému
podprostoru Tichonovova (nebo Hilbertova) kvadru.
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10. Metricky prostor ma spocetnou bazi sloZenou z obojetnych mnozin pravé kdyz
1ze vnorit do Cantorova prostoru. [Ndvod je podobny jako u predchozi dlohy, jen
se berou zobrazeni do dvoubodového prostoru {0, 1} a vyuZzije se toho, Zze Cantoriiv
prostor je homeomorpfni sou¢inu {0, 1} — viz Cvi¢eni 1.3.18.]

11. Nechf Ay, ..., A, jsou disjunktni kompaktni mnoZiny v prostoru X a f : X — Y je
surjekce, kterd je na kazdé mnoZiné A; konstantni s hodnotou x;, jinak je prostd. Pak
kvocient X podle zobrazeni f je metricky. Pokud je X tplny, je i Y uplny.

12. Necht X je kompaktni prostor a f, f,,n € N, jsou spojité funkce na X. Pak
posloupnost {f,} konverguje stejnomérné k f pravé kdyZ pro kazdou konvergentni
posloupnost x, — x in X plati f,(x,) — f(x). Najdéte piiklad, Ze kompaktnost nelze
vynechat.

13. (U. Dini, 1878) Je-li {f,} monotonni posloupnost spojitych redlnych funkci na
kompaktnim prostoru, kterd konverguje bodové ke spojité funkci, tak konverguje
stejnomérné.

1.6 POZNAMKY

TROCHA HISTORIE

Na obrdzcich jsou dva matematici, ktefi zdsadné ovlivnili vznik a vyvoj metrickych
prostord.

Maurice Fréchet (1878-1973) Felix Hausdorff (1868-1942)

Ke konci 19.stoleti se v publikacich Casto vyskytovaly navzdjem podobné dikazy
a konstrukce, hlavné v prostorech funkci a v euklidovskych prostorech. Znamy fran-
couzsky matematik Jacques Hadamard (1865-1963) podnitil svého mladého kolegu
Frécheta k abstraktnimu pohledu na uvedené souvislosti. Fréchet uvedl nékteré své
vysledky v r.1904 a v8e ve své 70-ti strdnkové dizertaci Sur quelques points du cal-
cul fonctionnel v 1.1906. Jak je vidét z ndzvu, hlavnim tématem byla funkciondlni
analyza, ale zdkladem byly vhodné abstraktni struktury, jejichZ vlastnosti a vysledky
se pak pouzily na zndmé prostory funkci.
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Fréchet definoval nékolik abstraktnich struktur, byly to prostory typu (L), (V)
a (E). Prostory typu (L) (podle slova limit) se nyni nazyvaji konvergencni prostory
a jejich zdkladnim kamenem jsou soustavy dvojic (S, x) posloupnosti a bodti v dané
mnoZiné, které spliiuji prirozené axiomy konvergence S k x. Prostory typu (E) (podle
francouzského slova écart, vzdalenost) jsou dnesni metrické prostory. Prostory po-
sledniho typu (V) (voisinage, okoli) byly definovdny podobné jako (E), ale mély
zobecnénou trojihelnikovou nerovnost. Pozd€ji (1917) dokdzal americky matematik
E. W. Chittenden, Ze prostory typu (V) a (E) jsou v jistém smyslu ekvivalentni. Fré-
chet pro své struktury definoval mnoho zdkladnich pojmi a odvodil jejich vlastnosti,
napt. kompaktnost, separabilita, dplnost.

Fréchet nepouZil nejvhodnéjsi terminy pro tyto pojmy. Navic nebylo jednoduché
se v jeho préci orientovat. V r.1914 publikoval F. Hausdorftf knihu Grundziige der
Mengenlehre (476 str.). V ni pouZil pro prostory typu (E) termin metrické prostory
a systematicky vylozil jejich zdkladni vlastnosti spolu s terminy, které se pouZivaji
dodnes. Tato kniha se uvadi i jako zdkladni kdmen topologickych prostort a nékterych
¢asti funkciondln{ analyzy a teorie mnoZin.

Zminime se i o jinych aktivitich obou zminénych velkych matematikti. Fréchet se
zhruba ve 30. letech minulého stoleti pfeorientoval na aktudrské védy, aplikace prav-
dépodobnosti a statistiky do pojisfovnictvi. U Hausdorffa to bylo naopak, metrickym
a podobnym prostoriim se vénoval az ve starSim veéku. V difvéjsich letech mél mnoho
riznych zajmd, napt. fyziku, astronomii, jiné oblasti matematiky, ale psal i divadelni
hry, romdny, filosoficka pojednani.

DALSI POIMY

Metrika nemusi mit v aplikacich vZdy vyznam vzdélenosti, ale napt. as. Pfi mefeni
Casu probéhnutych jevli mulize nastat situace, Ze piislusnd funkce neni symetricka,
v nékterych piipadech nemusi platit trojihelnikovd nerovnost. Existuji modifikace
axioml metriky, které zachycuji podobné situace. Zdakladem pro tyto modifikace je
ale teorie metrickych prostort.

Stejnym nebo podobnym zptisobem jako v redlnych Cislech lze v metrickych
prostorech definovat dal$i pojmy, napf. vnitifek mnoziny, hranici mnoZiny.

Vnitiek mnoZiny A je nejvétsi otevienou mnoZina obsazend v A. Casto se znaci
int A a je to sjednocent vSech otevienych kouli obsazenych v A. Vnitfek mnoZiny lze

popsat jako X \ X \ A.

Hranice mnoZiny A je AN X \ A. Je to mnoZina bodi x majicich vlastnost, Ze
kazda oteviend koule se stfedem v x protind jak A tak X \ A. Uzavér mnoZiny je
sjednoceni této mnoZiny a jeji hranice.

Je-li X komutativni grupa (operace scitani), d je metrika na X a pro vSechna
x,Y,z € X plati d(x +z,y+2z) = d(x, y), nazyva se d invariantni vzhledem ke s¢itani.
V prikladech metrickych prostord je to v pripadech, kdy se vzdédlenost x od y definuje
pomoci x —y. Pak je d(x, y) = d(x—y, 0) a metrika d je urena funkci jedné proménné
z ~» d(z,0), kterd se Casto oznacuje jako |z| nebo ||z|| (potom d(x,y) = |x — y|).
Axiomy pro metricky prostor maji v tomto piipad¢ tvar



