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4.3 MODIFIKACE BANACHOVY VETY

Zékladni tvrzeni mivaji vétSinou rizné modifikace pouZitelné v riznych situacich.
Uvedeme nékolik z nich pro Banachovu vétu. Zajimavé modifikace Brouwerovy véty
pouZzivaji vétSinou obecnéjsi Borsukovu-Ulamovu vétu a vratime se k nim v posledni
kapitole.

Nasledujici tvrzeni je jednoduchy disledek Banachovy véty (predpoklad spojitosti
je nutny).

Véta 4.3.1 Banachova véta pro antikontrakce ]

Necht X je iplny prostor a pro f : X — X plati d(f(x), f(y)) = kd(x,y) pro
néjaké k > 1 a vSechna x,y € X. Je-li f spojitd, ma jediny pevny bod.

Diikaz. Zobrazeni f je prosté ag = f~! : f(X) — X je kontrakce. Pokud je f(X)
uzavieny podprostor X (a tedy uplny), existuje podle Banachovy véty jediny bod
x € f(X) takovy, Ze g(x) = x atedy f(x) = x. Zbyva dokézat, Ze f(X) je uzavieny
v X. Vezmeme y € f(X) a posloupnost {y,} v f(X) konvergujici k y. ProtoZe je
g stejnomérné spojité zobrazeni, je posloupnost {g(y,)} cauchyovska a konverguje
tedy k néjakému bodu x € X. Ze spojitosti f plyne f(g(y,)) — f(x), tj. y» — f(x)
atedy y = f(x) € f(X). o

Casto se v aplikacich pouZivd modifikace Banachovy véty, kde se predpoklad4, Ze
nékterd z iteraci f" funkce f je kontrakce. To je vyhodné napf. pri feSeni diferen-
cidlnich nebo integrilnich rovnic (napf. Volterrovy integrdlni rovnice - viz Cviceni
4.4.1). Nejdiive obecnéjsi tvrzeni.

Véta 4.3.2 Pevny bod iteraci ]

Necht X je uplny prostor, f : X — X a " md jediny pevny bod pro néjaké
n € N. Pak f md jediny pevny bod.

Diikaz. Predpokladame n > 1. Podle pfedpokladu existuje jediné xy, Ze f"(xo) = xo.

Pak f(xo) = f(f"(x0)) = f™1(x0) = f"(f(x0)), coZ znamend, Ze f(x,) je pevny bod
zobrazeni f". Ten md ale jediny pevny bod, a to x,. Musi tedy byt f(xp) =x,. O

Dtisledek 4.3.3 Banachova véta pro iterace |

Necht f : X — X, kde X je iiplny prostor a existuje n € N takové, Ze f" je
kontrakce. Pak f ma jediny pevny bod.

Casto se vyskytuji situace, kdy hleddme pevny bod zobrazeni f : X — Y, kde
mnoZina Y nenfi ¢asti X. Samoziejmé musi mnoZinu X protinat a f musi na priniku
spliiovat néjaké podminky. Uvedeme jedno takové tvrzeni a jeho zajimavy dtsledek.

Véta 4.3.4 Banachova véta pro kontrakce zachovavajici sféru

Necht B je uzavrend koule v Banachoveé prostoru X a f : B — X je kontrakce,
ktera zobrazuje hranici S koule B do B. Pak f ma jediny pevny bod.
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Diikaz. Necht f md konstantu kontrakce rovnou k < 1. MiZeme predpoklddat, Ze
B md polomér r a stfed v 0. Funkce g(x) = (f(x) +x) /2 zobrazuje B — B. Opravdu,
je-li, pro x € B\ {0}, ¢(x) prusecik poloptimky z 0 do x se sférou S a ¢(0) libovolny
bod S, pak [|lx —c(x)[| < ra|lf(x) = f(c())l < kllx = c(x)[| < [lx = e(x)]|. Protoze
If (Gl < rymdme [|f(x)+x]l/2 < (| f (cG) | +kllx—c()ll+]x])/2 < (r+r)/2

atedy ||g(x)|| < r. Zobrazeni g je kontrakce, protoZe

IA

Sl =gl + 515G - £

1
2 (llx = yll + kllx = yll) -

llg(x) =gl = % I(x+f(x0) = @+ fW)l

IA

Existuje tedy x € B s vlastnosti g(x) = x, odkud vyplyva, Ze f(x) = x. o

Ditsledek 4.3.5 Banachova véta pro funkce liché na sfére |

J

Necht B je uzaviena koule se stiedem O a s hranici S v Banachové prostoru X
a f : B— X je kontrakce, kterd je lichd na S. Pak f ma jediny pevny bod.

Nasleduje zajimava modifikace Banachovy véty s pouZitim tzv. regresni funkce.

Véta 4.3.6 Banachova véta s regresni funkci ]

Necht X je uplny prostor a h : [0,00) — [0, 0) je neklesajici a spojitd funkce
spliujici 0 < h(t) < t prot > 0. KaZdé zobrazeni f : X — X s vilastnosti
d(f(x), f(y)) < h(d(x,y)) md pevny bod.

Diikaz. Nejdiive ukdZzeme, Ze pro t > 0 konverguje posloupnost {h"(¢)} k O.
Je zfejmé, Ze tato posloupnost je klesajici, takZe md limitu, feknéme s. Pokud
je s > 0, musi byt h(s) < s, ale h(s) je limitou posloupnosti {h"*1(t)}, kterd
ovSem m4 limitu také s. Takze s = 0. Postupujeme podobné jako v diikazu Ba-
nachovy véty o pevném bod€. Vezmeme opét néjaké xo € X a xp11 = f(x,).
Dostaneme d(xp41,%x,) < h"(d(x1,%9)), coZ znamend, Ze d(xp4q1,x,) — 0. Staci
nyni ukézat, Ze posloupnost {x,} je cauchyovska. Pro kazdé r > 0 plati, Ze kdyz
d(f(x),x) <r—~h(r),je f(B.(x)) C By(x). Opravdu, pro libovolné y € B,(x) plati
d(f(y),x) < d(F(y), f(x) +d(f(x),x) < h(d(x,)) +r — h(r) < r. Vezmeme n,
takové, Ze pro n > ng je d(xp41,xn) < r — h(r). Potom x,; € By(xp,) a indukci
Xm € By(xy,) pro kazdé m > ng, coZ ddvd cauchyovskost {x,}. o

Necht ¢ > 0. Rikdme, Ze (X, d) je e-fetézitelny (e-chainable), jestliZe pro kazdé dva
body x,y € X existuje konecnd posloupnost v X, napf. {x;}_, kde xo = x,x, =y a
d(xi, xi41) < €eproi=0,..,n—1. Zobrazeni f : (X,d) — (X, d) se nazyva kontrakce
pro vzdélenosti mensi neZ ¢, jestlize existuje k < 1, Ze d(f(x), f(y)) < kd(x,y)

jakmile d(x,y) < e.

Véta 4.3.7 Banachova véta pro retézitelné prostory ]
J

Pokud je prostor X e-fetézitelny a tiplny, ma kazda kontrakce pro vzdalenosti
mensi neZ € pevny bod.
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Diikaz. Vezmeme-libovolny bod xy € X a ¢ fetizek xg, x4, ..., x, = f(x), Nechf k < 1
je konstanta kontrakce pro f. Pak d(xo, f(x0)) < ne ad(f™(xo), f™(x0)) < k™ne.
Podobné jako v diikazu Banachovy véty odtud vyplyva, Ze posloupnost {f"(x¢))} je
cauchyovskd a konverguje néjakému bodu x. Bod x je pevnym bodem zobrazeni f.
Dikaz jednoznacnosti je tu trochu jiny. Jestlize f(x) = x, f(y) = y a mezi x,y
existuje e-fetizek délky p, pak d(x,y) < ped(x,y) = d(f"(x), f"(y)) < k"pe.
ProtoZe k" — 0, je x = y. n}

4.4 CVICENI

1. Volterrova integralni rovnice je tvaru y(x) = yo(x) + /a *K(x, s)y(s) ds, kde y,
je spojita funkce na [a, b],K je spojitd funkce na [a,b] X [a,b] a y je hledana
funkce. Hleddme tedy pevny bod zobrazeni f na prostoru (C([a,b]), ||-|le), kde
f(y)(x) = yo(x) + /as K(x,s)y(s) ds. Ukazte, Ze existuje n takové, Ze f" je kontrakce.
[Dokazte indukef, Ze ||f"(y:) = f"(y2) | < PEEE |y, — g].]

2.Pokud f : X — X spliuje d(f(x), f(y)) < d(x,y) a f(X) je kompaktni, ma
f jediny pevny bod. [Sporem pro min{d(f(x),x)} > 0.]

3. Spojita funkce x + 1/x : [1,00) — [1,00) spliiuje d(f(x), f(y)) < d(x,y), ale
nema pevny bod.

4. Je-li (X,d) kompaktni prostor, f : X — X spojité zobrazeni a pro kazdé r > 0
existuje x, € X tak, Ze d(f(x;,), x,) < r potom f ma pevny bod.

5. Hilbertav kvadr {{x,};|x,| < 1/n} C £ ma vlastnost pevného bodu. [PouZije

se predchozi vysledek a vhodnd modifikace funkce f na kone¢né dimenziondlnich
podprostorech. ]

6. Tichonoviiv kvadr [0, 1]" m4 vlastnost pevného bodu. [PouZije se pfedchozi vy-
sledek.]

7. Bolzanova véta o nulovych bodech fikd, Ze ma-li spojitd funkce rozdilnd znaménka
v koncovych bodech kompaktniho intervalu, nabyva hodnoty 0 v néjakém bodé uvnitf
intervalu. PouZitim této véty ukazte, Ze kazda spojitd funkce f : [a,b] — [a,b] ma
pevny bod (Pozorovani 4.1.2). [Zkoumejte f(x) — x.]
8. Z vlastnosti, Ze kazd4 spojitd funkce f : [a,b] — [a, b] ma pevny bod, odvodte
Bolzanovu vétu. [Je-li to nutné, 1ze vhodné rozsitit funkci f na [¢,d] O [a,b], aby
(f(x) +x)([e.d]) € [c,d].]
9. Dokazte, Ze funkce f z dlikazu Tvrzeni 4.2.2 je spojita.
10. Dokazte, Ze v trojihelniku o priméru 1 ma jeho n-t€ barycentrické zjemnéni
primeéry svych simplexi nejvyse (2/3)".
11. Ukazte, Ze kazdy souvisly prostor je e-fetézitelny pro kazdé ¢ > 0 (prostor X je
souvisly, jestlize jediné obojetné mnoZiny v X jsou 0, X).

Najdéte priklad nuldimenziondlniho prostoru, ktery je e-fetézitelny pro kazdé
e>0.

Najdéte priklad dplného nesouvislého prostoru, ktery je e-fetézitelny pro kazdé
e> 0.



