6 Anomalni diftize

Mikroskopické parametry nahodné prochazky jako délka kroku, doba
jednoho kroku ¢i presné statistické charakteristiky nahodné sily £(t)
pohéanéjici Brownuv pohyb nebyvaji experimentalné pristupné. Mérime
jen makroskopické veliciny, napriklad difizni konstantu. Zajimavou
otazkou zustava, nakolik je volba detaili modelu podstatna. Pripustme
délku kroku jako nahodnou veli¢inu. Zachova ¢i pozmeéni se makrosko-
picky obraz Brownova pohybu? Centralni limitni véta zarucuje gaus-
sovské limitni chovani (95) v ¢ — oo pro sirokou t¥idu distribuci délky
kroku. Podstatnymi predpoklady jsou pouze konec¢na stredni hodnota
a konecna variance rozdéleni. Drive, nez prozkoumame disledky ne-
kone¢nych varianci pro difzni rovnici, zobecnime centralni limitni
vetu.

6.1 Lévyho stabilni distribuce

Pokud je variance rozdéleni nahodné veli¢iny nekonecnd, napt. pro
distribuce s algebraickou asymptotikou hustot ~ 1/z1%% 1 € (0,2),
neplati centralni limitni véta. Ve skute¢nosti snadno ovétime, ze au-
tokonvoluce [f * f](z) = [ f(z —y)f(y)dy hustot Cauchyho rozdéleni
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fz) = (146)
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zachovd tvar (146), pozméni pouze parametry A, c. Podobné se v ce-
lém uvazovaném intervalu hodnot exponentu p € (0,2) pfi autokon-

volucich udr#i®® algebraicka asymptotika 1/z#1 + 1/ttt oc 1 /2L
Hledejme tedy limitni rozdéleni pro autokonvoluce py hustot p(x)
pn(x) = p(x) * p(x) * ... * p(x) . (147)
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N

Hustoty limitniho rozdéleni py — f jsou zfejmé stabilni [39]

An fn(Anz + By) = f(z), (148)

?#Stabilita Cauchyho rozdéleni k autokonvolucim odpovidé stabilité exponencidly v jeho Fourierové obrazu F(k) =

tedy je$té nevite, Ze moeninnd asymptotika hustot (155) ma obraz v limitnim k — 0 chovdni obrazu F (k) ~ 1 — kM.
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tj. neméni pri autokonvoluci svij tvar a pouze skaluji své rozméry,
podobné jako Gaussova ¢i Cauchyho distribuce. Konvolu¢ni rovnici
(148) vyfesime ve Fourierové obraze F(k) = [*_ e f(x)dx

o RNBN/AN PN (11 A) = F(R). (149)

Prefaktoru e #NBN/AN ylevo se zbavime volbou By = A(1 — Ay /N).
Substituce F(k) = e#9%) pak prevadi (149) na funkciondlni rovnici

Ng(k/An) = g(k). (150)

Ihned vidime, ze g(0) = 0 a linearni ¢len In F'(k) ~ ikA byl jiz pre-
dem vydélen. Algebraicky atlum f(z) o 1/|z]*™ v 2 — 400 vy-
mezime limitnim chovdnim g(k) oc |k|* v k = 0. Jesté uvazime, ze
g(k) = g*(—k) (neb f je redlnd). Reseni (150) miizeme vymezit t¥ipa-
rametrickou funkei

gk, B,¢) = —clk|*[1 — ifsgn(k) tan (7p/2)], p#1,
glk;m, B,c) = —c[|k| + 2im ' Bk In |k|], p=1.(151)
7pétnou Fourierovou transformaci ziskdme 7 (151) hustotu pravdé-

podobnosti pro Lévyho stabilni distribuce (LSD), limitni rozdéleni pro
sumaci nezavislych nahodnych veli¢in s divergujici varianci

1 o
Hustoty (152) pti autokonvolucich (147) spliuji
fN(.Z';ILL,ﬁ,C,A>:f(l';,u,ﬁ,NC,NA) (153)
a neprehlédneme ani skalovani
F@sp, Be, A) = XVE (/N B/ A AJAVY). (154)

Hustota Gaussova rozdéleni (95) odpovidd p = 2,6 = 0, ¢ = Dt,
A = 2/, vSechna stabilni rozdéleni tak mame zahrnuty v (152).
Asymptotika LSD vyplyne?® z limitniho chovani F(k) v k=0

pe (1% B) I (p) sin (mp/2)
||+ '

f(z — £o0) ~ (155)
a dava vyborny zaklad pro diskuzi o vyznamu parametra 1.SD.
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Parametr exponent € (0, 2) uréuje mocninu asymptotického utlumu
na kladné f(z) oc 1/2*# i na zédporné f(z) oc 1/(—x)** poloose.?
Asymetrie (867 Sikmost) B € [—1,1] vyjadfuje asymptoticky pomér
hustot na kladné a zaporné poloose

L+ _ . f(@)
—— = lim .
1—p 2 f(—x)

Hodnota 8 = 0 indikuje symetrii kolem x = A
f(A—ZU;M,O,C,A) = f(lf-FA,,LL,O,C,A)

Posun A € (—00,00) je analogii vrcholu Gaussovy distribuce (a vy-
jadtuje stied symetrickych 8 = 0 rozdéleni)

f(x;,u,ﬁ,c,A):f(x—A;,u,B,c,O).

Skdla ¢ € (0,00) je parametr analogicky varianci ¢ ~ Dt ~ (%) /2
Gaussova rozdéleni (95), ktery urcéuje roztazeni podél x

Flxm, Boe, A) = cVEf(afc b u, 8,1, A, (156)

Pti ¢teni literatury je zde tfeba ostrazitosti, zdali autorfi nevykazuji
gkilu v parametru o = ¢/*, ktery se pocitd v jednotkdch [z] 7%, neboli

f'(@im B0, A) =07 f(w)osp, B,1,A)0).

Cauchyho hustota (146) je specidlnim pfipadem LSD f(x; 1,0, ¢, A).
Blizs1 pozornost zasluhuje i specialni pripad g = 1. Pro u < 1 ziskava
F (k) analytickou strukturu Laplaceovy transformace, tj. L.SD vymizi
nalevo f(z;p,1,¢,A) =0 pro x < A. S Lévyho rozdélenim

2
C ei 2(:1:(;A)

Vor (x — A)%2

jsme se uz setkali jako z rozdélenim ¢asu prvniho prichodu (114), ale
je i limitou pro statistiku mrtvol Galtonova-Watsonova procesu (145),

1
f(l'>A,u:§,B:1,C,A):

pokud je na startu vétsi pocet X.
Pro f =1, p > 1 pak integrdl (152) diverguje a ptislusnd jedno-
strannd stabilni distribuce neexistuje.

79V matematické literatute se nej¢astdji exponent znaéi o, ba dokonce se (152) ¥ikd Lévyho a— stabilni rozdgleni.
Ve fyzikalni literatufe ¢asto vyhrazujeme a pro exponent ¢asu, zatimco p indikuje exponent prostorového rozdéleni.
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