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25.2.1 Linearni parcialni diferencialni rovnice 1. fadu

Definice 25.2.1 (Reseni linearni PDR, 1. ¥4du). Necht 2 C RY je oblast, (25.2.1)
je linedrni PDR 1. fadu. Potom u € C'(2) je feSenim rovnice (25.2.1) v oblasti €,
jestlize pro vSechna z € ) je splnéno

N
S i) 24 _ o).

s
i=1 Oz;

Nejprve se budeme zabyvat pfipadem homogenni linedrni PDR 1. fadu, tedy
rovnici

Zaia—@ =0. (25.2.2)

y ) L =N < [
Budeme predpokladat, ze ;" , |a;(z)| > 0 pro vSechna z € €, tedy na celé ote-
viené mnoziné, na které rovnici fesime.

Definice 25.2.2 (Charakteristicky systém, charakteristika). Systém ODR 1. fadu

dxgit) = a;(2(t), i=12...,N, z€Q (25.2.3)

nazyvame charakteristickym systémem rovnice (25.2.2). Libovolné feSeni ¢; €
C((t1,t2)),i=1,2,..., N systému ODR (25.2.3) nazyvame charakteristikou rov-
nice (25.2.2).

Véta 25.2.3 (O ekvivalentni charakterizaci feSeni linedrni homogenni rovnice
1. f4du). Funkce v = ¥(x1,xa,...,xN) je TeSenim rovnice (25.2.2) v oteviené
mnoziné Q C RN prdve tehdy, kdyz je v konstantni podél kaZdé charakteristiky
rovnice (25.2.2).

Dikaz. ,=*“ Necht v splituje

Zai(x)agia(f)zo Va € Q.

Necht {¢1(t), p2(t),...,on(t)}, t € (t1,t2) je charakteristikou rovnice (25.2.2).
Potom

N
%w(wl(t),m(t), L en(t) = ; g;i(sol(t),wz(t)»---,wzv(thifft)

=3 2L a0 a0 o ()as(or (D) 2(0) () = O,

tedy 1 je konstantni podél kazdé charakteristiky.
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»<=* Necht je 1 konstantni podél kazdé charakteristiky. Zvolme libovolny
bod ¢ € . Protoze funkce {a;}, jsou spojité v €, prochézi bodem ¢ ale-
sponi jedna charakteristika, odpovidajici jistému intervalu (¢1,t2) (coZ plyne z Pe-
anovy véty, tedy Véty 8.3.5 resp. 11.11.8). Fixujme jednu takovou charakteris-
tiku {(p1(t),02(t),...,on(t)) : t € (t1,t2)} a bod T € (t1,t2) takovy, Ze plati

(p1(7), 2(7), .., on (7)) = (&1, 82, -+, €n). ProtoZe ¢(p1(t), p2(t), - .., on (1)) je
konstantni na (t1,t2), plati

0= Su(er (D) 02(0), . on (1)

€T

N aw
— Z 3 i(%"l(t),wz(t),...,(pN(t))ai(wl(t),Lpg(t),...,(pN(t))_

Volbou ¢ := 7 dostdvame, Ze rovnici (25.2.2) spliiuje funkce ¥ v bodé £ € Q. Bod
¢ je ale libovolny bod mnoziny §2, proto funkce v (z) Fesi (25.2.2) v oblasti 2. O

Priklad 25.2.4. Hledejme feSeni rovnice

na celém R2, a, b € R jsou konstanty.
Charakteristicky systém této rovnice ma tvar

dr dy _

=W T bx.

Pokud vynéasobime prvni rovnici bz a druhou ay a vztahy odecteme, dostavame

d
&(be — ay2) =0,

tedy
bx? — ay® = konst.

Resenim dané rovnice proto je
u(w,y) =U(bs* — ay?),
kde U: R — R je funkce t¥idy C!(R).

Cviceni 25.2.5. Naleznéte feSeni rovnice

ou U
cosy— +sinx— = 0.

ox oy
Priklad 25.2.6. (i) Hledejme feSeni rovnice
ou ou
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na celém R? spliiujici u(0,y) = siny pro y € R. Tato tloha se nazyva Cauchyovou
tlohou pro PDR 1. fadu.
Charakteristicky systém této rovnice je

dr o dy _
de 7 dt

x.
Dostavame tedy
1
T =14 xg, y:§t2+x0t+yo.

Hledame tedy funkci, konstantni podél x =t + xg, y = %tz + zot + yo. Takovou
funkci je

u(e,y) = U (y - 522,

nebot y — %xg = %tz + xot + yo — %(t +x0)? = yo — %x% = konst. Tento vztah
miuzeme také odvodit podobné jako v predchozim ptikladu. Vynasobime-li prvni
rovnici x a odec¢teme-li od ni druhou rovnici, dostavame

)0

tedy opét mame %1’2 — y = konst. Protoze ma byt u(0,y) = U(y) = siny, je

1
U({I,‘7y) = sin (y_ 51'2)7 (l',y) GRQ'
(ii) Hledejme Feseni rovnice
Gu + x@ =0
ox oy

na celém R? spliujici u(z,0) = g(z) pro = € R.
Stejnym postupem jako vyse ziskdme

u(z,y) = U(y - %xQ) =V (Va2 —2y).

Protoze ma byt u(z,0) = g(z), mame

u(z,y) = g(v/a? - 2y). (25.2.4)

Tedy na mnoziné {(z,y) : y > 0Ax € (—/2y, v/2y)} neumime obecné nalézt FeSeni
pomoci vztahu (25.2.4), mimo tuto mnozinu je ddno vztahem (25.2.4), pficemz
musime pozadovat, aby funkce g byla sudé; méme totiz u(x,0) = V(|z|) = g(|z|).

Abychom vyjasnili strukturu prostoru feseni, zobecnime pojem zavislosti funk-
ci, ktery jsme pouzivali pti FeSeni linearnich obycejnych diferencialnich rovnic n-
tého fadu (Definice 8.5.3).



25.2. PDR 1. RADU 139

Definice  25.2.7  (Zavislost funkci). (i) Funkce —wui(z1,29,...,2N),

uz(x1, T2, ..., ZN),y ..., un(Z1,Za,...,2N) jsou zavislé na mnozing O (mnoZina O
je omezend oteviend), jestlize existuje funkce F'(uy,us, ..., uy) takova, ze

(I) F(u17u27 cee 7UN) € Cl(RN)
(II) F neni v Z4dné oblasti G C RY identicky rovna nule
(III) pro v8echna = = (z1,x2,...,2n) € O je F(ui(x),u2(z),...,un(z)) =0.

(ii) Funkce ui(z1,22,...,2N), u2(®1, T2, ..., TN), ..., un (21, T2,...,7N) jSOU z&-
vislé v oblasti 2, pokud pro kazdou omezenou podoblast O takovou, ze O C (2,
plati, Ze ui (1,22, ..., oN), u2(21, T2, ..., ¥N), ..., uN (21, T2, ..., TN) jsou zévislé
v O.

Plati nasledujici ekvivalentni charakterizace zavislosti funkci.

Véta 25.2.8 (Jacobiho kritérium zavislosti funkci). Necht Q2 C RY je otevrend,
u; € CHQ),i=1,2,...,N. Potom uy(x),ua(x),...,un(z) jsou zdvislé v Q prdvé
tehdy, kdyz pro vsechna x € Q plati

Ouq (x) Ouq (x) . Ouq (x)
8261 8£E2 aIN
Ous(z) Ous(z) . Ous(z)
Ju(z) = det 91 9x2 dzn =0.
Jun(z) Oun(z) . Oun (z)
3$1 3$2 6:::N

Diikaz. Diikaz je pomérné dlouhy a technicky ndroény. Lze ho nalézt v [Ka, str.
302-309]. O

Pro pfipad, kdy je pocet funkci mensi nez poc¢et proménnych, plati

Véta 25.2.9 (Kritérium nezévislosti funkci pro mensi pocet funkei). Necht Q C
RY je oteviend, u; € C*(Q), i =1,2,...,m, m < N. Potom jsou funkce uy(x),

ua(x), ..., um(x) jsou nezdvislé v Q, jestlize pro viechna x € Q plati, Ze hodnost
matice
Ouq (z) Ouq (z) . Ou1 (z)
oxq Oxo ox N
Ousz(x) Ousz(x) . Ouz(x)
0z Oz oz N
Oum(z)  Oum(z) | Oum, ()
oz, Oxo oz N
je rovna m.

Diikaz. Dukaz pro m = N plyne z predchozi véty, pro m < N je pak neprilis
obtiznym dusledkem této véty. Detaily lze nalézt opét v [Ka, str. 310]. O

Ptiklad 25.2.10. (i) Necht Q = R? wuy(z1,22) = sinxy, us(z1,72) = cosxs.
Podle Véty 25.2.8 nejsou tyto funkce zavislé v Q (jsou tedy nezavislé), protoze
Ju(x) = —coszysinzs a tento vyraz neni identicky nulovy na zadné neprazdné



