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Véta 25.2.30 (O kompatibilité slabého a klasického feSeni Burgersovy rovnice).
(i) Pokud je u klasickym Fesenim dulohy (25.2.25), pak je téZ slabym Tesenim dle
Definice 25.2.29.

(i) Pokud je u slabym vesenim dle Definice 25.2.29 a u € C1([0,00) x R), pak je
u t€Z klasickym Tesenim ulohy (25.2.25).

Dikaz. (i) Tato ¢ast plyne z odvozeni nad definici slabého FeSeni, jen si staci
uvédomit, Ze vSechny integraly ve slabé formulaci jsou kone¢né.

(ii) Protoze u je hladké dle pfedpokladu véty, lze integrovat ,zpé&t per partes“.
Dostavame

/ / vt “ %)d dt—/R o(2)¢(0,z) dz
:/0 /R EW“%@) dwdt+/R(u(0,ar)—uo(x))gp(o,x)dx.

Odsud dostédvame podle Lemmatu 21.3.5 (toto lemma jsme vyuzivali pii diikazu
Véty o inverzi Fourierovy transformace na L!(RY), tedy Véty 21.3.6), Ze plati s.v.
a(0,T)xR

(25.2.27)
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Protoze je funkce u spojité diferencovatelnd, rovnost plati na (0,7") x R. Pokud se
vratime k rovnosti (25.2.27), mame

/ (w(0,2) — uo())p(0, 2) dz = 0
R

=0.

pro libovolné ¢ € C4(]0,00) x R). Proto pouZitim stejného argumentu jako vyse
je u(0,z) = up(z) pro libovolné z € R. O

Slabé feseni je vhodnym pojmem v situacich, kdy neméame k dispozici klasické
feSeni, coz budeme demonstrovat v nasledujicim prikladé.

Priklad 25.2.31. Uvazujme tzv. Riemanniiv problém pro Burgersovu rovnici,
tedy dlohu

Ju ou
8t+ %—0 na (0,00) x R

(25.2.28)
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Reseni je konstantni na charakteristikich. Po¢ateéni hodnota je bud 0 nebo 1.
Proto v pfipadé, ze poc¢atecni hodnota je nulova, ma charakteristika tvar

T = Xq, t=s,
pokud je pocateéni hodnota 1, pak méa charakteristika tvar

Tr =S+ xg, t=s.
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To vede k nésledujicimu problému. V ptipadé tlohy a) neni feSeni definované na
mnoziné

S ={(t,z) € [0,00) x [0,00) : t > x}.
V piipadé tlohy b) mnozinou S prochézeji dvé charakteristiky, neni tedy jasné,
jak FeSeni na této mnoziné definovat, situace je znazornéna na Obrézcich 25.1 a
25.2.

Obrazek 25.1: Tvar charakteristik Riemannova problému pro Burgersovu rovnici
v piipadé a).

Obrazek 25.2: Tvar charakteristik Riemannova problému pro Burgersovu rovnici
v piipadé b).

Ztejmé nékde na této mnoziné vznikd razova vlna, tedy feSeni bude nespo-
jité. Proto budeme muset pracovat se slabym feSenim. Pokusme se postupovat
nasledovné. Pro jisté a > 0, které nalezneme nize, definujme mnozinu

I':={(t,x) € [0,00) x [0,00) : t = ax}

a uvazujme charakteristiky jako na Obrazcich 25.3 a 25.4 nize.

Tedy FeSeni je po Castech konstantni, v piipadé tlohy a) je YeSeni nulové na
mnoziné {(¢,z) € [0,00) x R: 2z < 0V ax > 0,t > ar} a na mnoziné {({,z) €
[0,00) x R: 2 > 0,t < az} je FeSeni rovno 1, pro pfipad b) jsou hodnoty naopak.
Na mnoziné I' neni t¥eba slabé feSeni definovat, jde o podmnozinu R? nulové



