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B ROZSIRENI VYKLADU =

2.3 Realny Schuriv rozklad

Pii studiu vlastnich ¢isel obecné matice se nevyhneme praci s komplexnimi ¢isly
a pii praktickém podéitani musime vyuzit komplexni aritmetiku. Tu je tfeba na béz-
ném pocitaci emulovat a tudiz je pomala (sou¢in dvou komplexnich ¢isel odpovida
¢tyfem soudinim a dvéma sou¢tiim realnych &isel). Proto je pfi vypodtu vhodné
prechod do komplexni aritmetiky co nejvice oddalit. Nyni se budeme vénovat tzv.
redlnému Schurovu rozkladu, tj. rozkladu realné matice. Budeme se snazit priblizit
Schurovu rozkladu a zaroven dosdéhnout toho, aby vysledné faktory ztistaly realné.
Nejprve dokézeme, Ze pro redlné symetrické matice 1ze pfimo Schurav rozklad volit
redlny. Pak se zaméfime na realné normélni matice a nakonec se budeme vénovat
realnym rozkladtim obecnych realnych matic.

Definice 2.11 (Ortogonalni matice a transformace). Rekneme, Ze ¢tvercovd redlnd
matice U je ortogonélni, jestlize

vtv=vvt =1,

kde I je jednotkovd matice. Ortogonalni transformace jsou transformace realizované
ortogondlnimi maticemi.

Poznamenejme, Ze se pro ortogonalni matice téz pouziva presnéjsi nazev ortonor-
mdlni matice (jeji sloupce jsou normalizované). Casto vsak vyplyva ptimo z kon-
textu, ze dané ortogonalni matice je i ortonormélni. Poznamenejme také, Ze orto-
gonalnimi maticemi rozumime vzdy realné matice, ale ortogonalnimi vektory rozu-
mime i komplexni vektory z, y ortogonalni vzhledem k danému skalarnimu souéinu,
napf. y*z = 0.

Vé&ta 2.12 (Spektralni rozklad pro reilné symetrické matice). Necht A je redind
symetrickd matice. Potom existuji ortogondlni matice U a redlnd diagondIni matice
D takové, Ze plati D = UT AU.

Diikaz. Ze cvieni 2.5 vime, Ze realnd symetrickd matice A € R™*" je diagonali-
zovatelnd a mé realna vlastni ¢isla. Vlastni vektor odpovidajici vlastnimu éislu A
je nenulovym feSenim homogenni soustavy (A — M)z = 0 s redlnou matici, a je
tedy také realny. Uvazujeme-li dva vlastni vektory = a y, jez ptislusi dvéma riznym
vlastnim ¢&islim A a p, plati

Mz,y) = (\r,y) = (Az,y) = (2, Ay) = p(x,y).

Z X\ # u plyne (x,y) = 0, tj. vlastni vektory pfislusné k riznym vlastnim &islim
readlné symetrické matice jsou ortogonalni. Je-li A nasobné vlastni ¢islo, je mozné
volit prisluné vlastni vektory jako ortonormélni bézi nulového prostoru matice
A — M. 7 vySe popsané konstrukce plyne, Ze vlastni vektory redlné symetrické
matice lze volit tak, aby tvorily realnou ortonormalni bézi prostoru R™. Sestavime-
li z vlastnich ¢isel redlnou diagonalni matici D a z piislusnych vlastnich vektorta
realnou ortogonalni matici U, plati AU = UD, a A = UDU7 je hledany realny
Schurtuv rozklad. Jiny dikaz této véty lze provést indukci pfes rozmér matice,
analogicky dikazu Schurovy véty, viz [38] & [142, str. 340]. |
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V dalsim se zamé&fime na normdlni realné matice A € R™"*". Je-li A € R"*"
normalni, pak existuji dle Schurovy véty (obecné komplexni) unitarni matice U a
diagonalni matice D takové, ze AU = U D. Na diagonéle matice D jsou vlastni ¢isla
matice A, ve sloupcich matice U jsou pfislusné vlastni vektory. Jelikoz je A realna,
jsou jeji vlastni ¢isla bud realna, nebo komplexn& sdruzena. Je-li vlastni ¢islo A
reélné, lze volit (podobné jako u realné symetrické matice) p¥islugné vlastni vektory
realné a ortonormalni. Uvazujme tedy takovy Schuriv rozklad, Ze vlastni vektory
odpovidajici realnym vlastnim ¢islim jsou realné. Vlastni vektory odpovidajici
komplexné sdruzenym partm vlastnich ¢isel jsou komplexné sdruzené, nebot z Az =
Az plyne pro realnou matici A vztah AZ = A\z. Dale necht jsou vlastni &isla na
diagonéle matice D sefazena tak, ze komplexné sdruzena ¢isla vzdy bezprostifedné
nésleduji.

Pro dvojici vlastnich ¢isel @ £if a jim odpovidajicim (ortonormalnim) vlastnim
vektorum x =+ iy, kde «, B, x a y jsou realné, plati

a+ip 0 ]

0 a-ip (2:5)

Al +iy,z —iy] = [z + iy, x — iy] {

Uvazujeme-li libovolnou unitarni matici W € C?*2, 1ze (2.5) ekvivalentné prepsat
ve tvaru

a+ip 0

Az +iy,z —iy|W =[x + iy, x — iy| WIV [ 0 o—if

] W, (2.6)

Volime-li konkrétné

=511 i

coz odpovida pro prvni sloupec operaci

ﬁ{l —i]’ 27)

2
%(w+iy+x7iy):\/§x

a pro druhy sloupec operaci

2
%i(—w—izﬂrw—iy):\@%

je vysledkem unitéarni podobnostni transformace
| a+ip 0 _ a f
w [ 0 a—if } W= [ -8 « ]

realnd matice, a odpovidajici transformace vlastnich vektori je dana vztahem
[z +iy,z —iy] W = V2 [z, y]. Jinak feceno, volime-li matici W podle (2.7), pak
lze (2.6) pFepsat ve tvaru

A[Vae vy = [Var. V3] { 0 ] . (2.8)

7 transformace [z + iy, z —iy] W = /2[z,y] a z ortogonality vektort z + iy a
x — iy plyne, Ze vektory v/2z a /2y tvoii realnou ortonormalni bazi invariantniho
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podprostoru span{z + iy, x — iy} nad télesem komplexnich ¢isel (viz cvideni 2.13).
V Schuroveé rozkladu tak 1ze kazdy blok odpovidajici dvojici komplexné sdruzenych
vlastnich ¢isel (diagonalni blok 2 x 2 v matici D a jemu odpovidajici dvojice sloupct
matice U) popsany rovnici (2.5) nahradit realnymi bloky stejnych rozméri, tj. rov-
nici (2.8). Dostavame rozklad A = UDUT, jez budeme nazyvat redlng Schuriv
rozklad. Realna matice D je blokové diagonalni s bloky 1 x 1 a 2 x 2 odpovidaji-
cimi realnym vlastnim ¢isltim, resp. dvojicim komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel.
Sloupce ortogonalni matice U odpovidajici realnym vlastnim ¢islim i nadale pred-
stavuji prislusné vlastni vektory, dvojice sloupcti odpovidajici parim komplexné
sdruzenych vlastnich ¢isel predstavuji realné baze piislusnych invariantnich pod-
prostorti.

Nyni se dostavame k redlnému Schurovu rozkladu obecné redlné matice A €
R™*™. V nasledujicim textu ukaZzeme, Ze kaZdou redlnou matici miZeme ortogonalné
transformovat na tzv. kvazi-trojihelnikovou matici.

Definice 2.13 (Kvazi-trojthelnikova matice). Rekneme, Ze étvercovd matice T je
horni kvazi-trojuhelnikovd, pokud je blokové hornt trojuhelnikovd,

T171 TLQ C Tl,m
0 Topo T5m

T = ) . . ) ,
0 ... 0 Tom

kde kazdy blok na hlavni diagondle je bud 1 x 1 nebo 2 x 2.
Plati nasledujici véta, viz [142, str. 341].

Véta 2.14 (Winter, Murnaghan (Schurova véta pro realné matice)). Necht A
je redlnd ¢tvercovd matice. Potom existuji ortogondini matice U a redlnd kvazi-
trojuihelnikovd matice T takové, Ze T = UT AU. Navic vlastni ¢isla kazdého 2 x 2
diagondlniho bloku matice T tvori komplexné sdruZeny pdr.

Diikaz. Pro realné symetrické matice a realné normalni matice jsme vétu doka-
zali v predchozim textu. Pro obecnou realnou matici budeme v dikazu Winter-
Murnaghanovy véty postupovat analogicky jako v dikazu Schurovy véty, tj. in-
dukci pres rozmér matice. Pro n = 1 a n = 2 tvrzeni véty plati. Pfedpokladejme,
ze tvrzeni plati pro matice fadun — 1 a n — 2, kde n > 3, a ukdzeme, ze plati i pro
matice fadu n.

Necht je dano usporadani vlastnich ¢isel matice A a necht A je prvni vlastni
¢islo v daném usporadani. V indukci budeme rozliSovat dva ptipady. Je-1i A realné
vlastni ¢islo a v odpovidajici (redlny) vlastni vektor, pak se krok indukce redukuje
na krok pouzity pfi dikazu Schurovy véty. Z existence rozkladu pro matice fadu
n — 1 plyne existence rozkladu i pro matice fadu n.

UvaZzujme nyni piipad, kdy je A komplexni vlastni ¢islo (imaginarni slozka je
nenulovd). ProtoZe je A realna, komplexni vlasti ¢isla se vyskytuji v komplexné
sdruzenych parech (vfetné néasobnosti). Necht a £ i8,  # 0 je par komplexné
sdruzenych vlastnich &isel a x + iy jim odpovidajici par komplexné sdruzenych
vlastnich vektort. PouZijeme-li unitarni transformaci (2.6) s unitarni matici W
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uréenou podle (2.7), dostavame

Alz,y] = [z,y] { 7% g ] : (2.9)

Jelikoz jsou vlastni vektory piislusné k riznym vlastnim ¢&isltim linearné nezavislé,
musi byt i vektory z a y, [z,y] = 1/V2 [z + iy, x — iy] W, linearné nezavisleé.
Uvazujme nyni libovolnou ortonormalni bazi {vq, va} prostoru span{z,y} a po-
loZme V' = [v1, v2]. JelikoZ jsou x a y linedrné nezavislé, existuje redlna regularni
matice M € R?**? takov4, 7e [z,y] = VM. Dosazenim za [z,y] do (2.9) dostavame

AV =VC,  kde cCc=Mm| ¢ P |m,
-8 «
a podobnostni transformace nam zajistuje, ze C' mé vlastni ¢isla o + i5. Dopliime
matici V' tak, aby vysledna matice H = [V, X] € R"*" byla ortogonalni. Potom
plati
VT

HTAH = { X7

][AV’AX]{C VTAX]7

0 XTAX

kde jsme pouzili XTAV = XTVC = 0. Na matici XTAX € R("=2x(n=2) apliku-

Jeme indukéni predpoklad, tj. existuje ortogonalni matice () a kvazi-trojihelnikova
matice T tak, ze Q' XTAXQ = T. Polozime-li U = [V, XQ], potom plati

C VTAXQ

T p— ~ =

UT AU = { o v } =T

kde U je realna ortogonalni matice a T' je realna kvazi-trojuhelnikova matice. [

2.4 Funkce matic

Pojem funkce matice miize byt chapén rtznymi zpusoby. Muzeme uvazovat
napf. funkci, ktera dané matici prifadi jeji determinant, ¢islo podminénosti apod.
Nyni se zaméfime na otézku, jak vhodné zobecnit skalarni funkci f : C — C na
funkei, ktera dané matici A € C"*" pfifadi matici f(A) stejné dimenze.

Uvazujme nejprve piipad, kdy matice A je normalni, tedy A = UDU*, D =
diag(A1,...,An), a f je analytickd. Pak je mozné definovat funkci matice pomoci
Taylorovy fady

£ (9) )
=3 L0
1=0

]

kde za proménnou z dosadime matici A, tj.

JF(A\)
- U U,
Fw)

(i) , (i) ,
fA) = Zf ‘!(0> Ale(Zf _,(0> D1> U* =Uf(D)U*
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Zd4 se tedy piirozené definovat (analytickou) funkci obecné matice A € C**"
pomoci jejtho Jordanova kanonického tvaru s r bloky velikosti ni,...,n, jako

F(A) = 8F(N)S™h = Sdiag(f (Jn, (M), - f(n, (\))) ST

V pfipadé, Ze A neni diagonalizovatelna, zbyva definovat vhodné funkci Jordanova
bloku f(J,,(A;)) pro j = 1,...,r. Necht jsou derivace f()(};) definovany pro
libovolné nezaporné celé ¢islo i a necht lze f rozvinout v Taylorovu fadu

KO ,
) = 3 AL oy (2.10)
i=0 :
FA) FOy) . Ll
- F) | , (2.11)
()
F)

nebot pro k > nj, Jp, (0)* = 0. Matice f(J) je tedy zcela uréena funkénimi hodno-
tami funkce f a hodnotami jejich derivaci na spektru matice A. Pfedchozi avahy
ukazuji vyhodnost nésledujici definice maticové funkce.

Definice 2.15 (Funkce matice definovana pomoci Jordanova kanonického tvaru).
Necht A € C*"*™ q funkce [ je takovd, Ze f(i)()\j), i =0,...,n; — 1, existuje pro
j=1,...,7. Pak definujeme

F(A) = Sf(1)S™H = Sdiag(f(Ja, (M), fF(Tn, (M) S7H,
kde f(Jn, (X)) je pro j =1,...,7 definovdno v (2.11).

Je treba zduraznit, Ze pro definici uvedenou vyse neni tfeba predpokladat analy-
ti¢nost funkce f.

Ze vztahu (2.10) vyplyva, ze maticova funkce f(Jn;()\;)) je ve skute¢nosti dana
polynomem

FramD )

(nj —1)! (z=29)" 7,

p(z) =) + F ) (= A) + . +

kde za z dosadime Jordaniv blok J, (1)) a za z — \; dosadime .J,,,(0). Snadno
ovéfime, Ze polynom p(z) je (jednoznaéné ur¢enym) Hermiteovym interpolacnim
polynomem splhujicim interpola¢ni podminky

PN =FfD0N), i=0,...,n;— 1. (2.12)



