KAPITOLA 3

Ortogonalni transformace a QR
rozklady

V piedchozi kapitole jsme na piikladu Schurovy véty ukazali uzite¢nost unitarnich
transformaci. V této kapitole se podrobné seznamime se zakladnimi dvéma typy
unitarnich transformaci, kterymi jsou Givensovy rotace a Householderovy reflexe.
Jde o velmi uZite¢né a Casto pouzivané nastroje, pomoci nichz mizeme (numericky
stabilnim zptsobem) transformovat danou matici na matici s pfedem zvolenou
strukturou (napf. na horni trojahelnikovou, bidiagonélni & horni Hessenbergovu).
V této kapitole pouzijeme Givensovy rotace a Householderovy reflexe k vypoctu
tzv. QR rozkladu matice. Jak ukazeme v této i pozdéjsich kapitolach, QR rozklad
matice méa Siroké pouziti v maticovych vypoctech a lze jej napf. pouzit k reSeni
soustavy linedrnich rovnic, problému nejmensich ¢tverci ¢ jako zakladni prvek
kazdé iterace v QR algoritmu na vypocet vlastnich ¢isel matice. Seznadmime se i
s tzv. Gram-Schmidtovou ortogonalizaci a porovname riazné postupy vypocétu QR
rozkladu matice z hlediska vypocetni naro¢nosti a numerické stability.

3.1 Givensovy rotace v R"
Uvazujme nejprve nasledujici tlohu v R%. Chceme sestrojit matici G(p) € R?*2,

ktera realizuje pootoceni libovolného vektoru x o thel ¢ proti sméru hodinovych
rudicek. Zapiseme-li vektor v bazi {e1,ea},

ﬂﬂ{g } 51{(1)}+§2{(1)]§161+52627

je mozné vektor G(¢)x vyjadrit ve tvaru

Glp)r =& (Gp)er) + &2 (Glp) e2).

Otaci-li G(p) bazové vektory e; a es o thel ¢, otadi i libovolny vektor o thel ¢.
Zjevné, viz obrazek 3.1,
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tj.

| cosp —sing
Gle) = [ sinp  cosyp ] ‘ (3.1)

Alternativni odvozen{ matice pootoceni G(y) je obsahem cviceni 3.1. Jsou-li v R?
dany vektory z a y, ||z|| = |ly|| # 0, svirajici thel

T
L < 0,7
=]

tak, ze vektor y lze ziskat pooto¢enim vektoru x proti sméru hodinovych rucicek
o thel ¢, plyne z predchoziho

@ = arccos

y=G(p)z.

V zapisu po prvcich

. 13 | &cosp—Easing
y = G(p) [ s ] = [ y Simﬁécow : (3.2)

Matice G(ip) se nazyva matice Givensovy rotace. Jak bylo popsano v avodu, nazev
Givensova rotace neni historicky spravny (dfive jiz tyto matice pouzival Jacobi,
viz napt. [125]). Budeme se v8ak drzet standardni terminologie zavedené ve vypo-
¢etnich metodach a pouZivat nazev Givensova rotace.

Uvazujme nyni prostor R™. Chceme-li provést rotaci v roviné dané dvojici jed-
notkovych vektori {e;, e;}, 7 < j, o thel ¢ ve sméru od e; k e;, pak m& matice
prislusné rotace nasledujici tvar.
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Definice 3.1 (Elementarni Givensova rotace). Matice elementarni Givensovy ro-
tace, kterd pootoci libovolny vektor v roviné dané dvojici jednotkovych wvektori
{ei, e}, 1<, o thel p ve sméru od e; k ej, je matice G; j(¢) € R™™"™ tvaru

1

cos —singp - i-ty Tddek
Gi,j (Lp) = - ’

sin ¢ cos ¢ .- j-ty Tddek

pFicemz véechny jeji ostatni pruky jsou nulové.

Zjevné
Giy(0)" Gi(p) = Gig (9)Gi ()" = In,

tj. Gij(p) je ortogonalni matice. Dale plati det(G; ;(¢)) = 1 (viz cviceni 3.3).
Z definice G; ;(¢) plyne, ze G; ;(v)x modifikuje pouze i-ty a j-ty prvek vektoru
T = [513 s agn}Ta

&1

§icosp —&sing |ty vadek
Gij(p)z = :

&Gsinp+&cosp | J-ty tadek

&n
Givensovy rotace se v numerické linearni algebie pouzivaji v fadé algoritmi,
kde je potfeba vynulovat prvky matice pomoci nasobeni unitarnimi maticemi. Po-

stup nulovani opét nejdiive popiseme v R2. Chceme vynulovat druhy prvek daného
vektoru x = [¢1, &7 € R?, tj. pozadujeme, aby platilo

y=cra-c| g | = V],

) 0

Ze vztahu

&1singp + €y cosp =0
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pro druhy prvek, viz (3.2), dostaneme

tanp = —5—2
&’
: P
s @ = — \/ﬁ ; (34)
&
Cosy = m . (35)
Druhou moznosti, jak vynulovat druhy prvek vektoru x, je pozadovat
2 2
—E&r +
Z/G(SD)I{ 5(1) 52].
Potom je
sin p = 572 a cosp= —571
VE+ 6 VE+ 6
Pro obecny n-prvkovy vektor z = [¢1,...,&,]T € R" mzeme opakovanou apli-

kaci elementarnich Givensovych rotaci postupné vynulovat n — 1 prvka vektoru.
Chceme-li, aby vysledny vektor y byl nasobkem jednotkového vektoru e;, pak mu-
Zeme napi. postupné vynulovat prvky na pozicich n,n — 1,...,2, a volit roviny
rotace postupné jako span{e; ,e,}, span{ei,e,—1},..., span{e;,ea}. Cely proces
nulovani lze schematicky zapsat jako

‘ . . . ||z
& * * ° 0
=1  |=|:|=|:]- ... =|V]= =y,
En—1 * ° :
&n 0 0 0

kde symboly * zna¢i obecné nenulové prvky, dvojice symbolt e znadi prvky, které
jsou aktualné modifikovany elementarni rotaci. Oznacime-li jednotlivé elementarni
Givensovy rotace jako Gi2,...,G1n—1,G1 n, potom

Yy = Fl’, kde T'= G172 ‘e Gl,nflGl,n . (36)

Matici I" budeme nazyvat sloZenou Givensovou rotaci. Poznamenejme, ze chceme-
li vektor transformovat na néasobek jednotkového vektoru, nemusime prvky vek-
toru nutné nulovat v poradi, které jsme naznacili, a ani vybér jednotlivych rovin
rotace neni nijak pfedepsan. ProtoZe néasobeni elementarnich (tedy i sloZenych)
Givensovych rotaci neni obecné komutativni (cviceni 3.4), zaleZi ve vyrazu (3.6)
vyjadiujicim matici I' na pofadi jednotlivych ¢initelti. Zménime-li poradi nulovani
prvkii, dostaneme obecné jinou slozenou Givensovu rotaci I', pro kterou rovné
plati Tz = [+]z],0,...,0]7.
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3.2 Householderovy reflexe v R"

Druhou zékladni unitarni transformaci je Householderova reflexe (zrcadlent,
odraz), jejiz popis zafneme pro geometrickou nazornost téz v redlném oboru. Hou-
seholderovy reflexe byly poprvé zminény v t¥icatych letech [133, str. 102-105]. Hou-
seholder [69] byl pak prvni, ktery je zac¢al systematicky pouZivat, a to pii vypoctu
QR rozkladu prezentovaného v nasledujicim odstavci 3.5.

Uvazujme néasledujici alohu. Necht je v R”™ ddna nadrovina dimenze n—1, kterou
popiSeme jejim normalovym vektorem ¢, ||q|| = 1,

H(g)={z€eR": z L q},

a necht je dan vektor x € R™. Na§im cilem je nalézt zrcadlovy obraz vektoru x
podle nadroviny H(g) (nadrovinu #(g) nazveme nadrovinou zrcadlent).
Vektor z muzeme rozlozit na slozku

zg=(qq¢")x

lezici ve sméru normalového vektoru a na slozku (z — z4) ortogonalni na g, tedy na
slozku lezici v dané nadroviné. Zjevné

r = (z— ) + 24,

viz kapitola 1, odstavec 1.4. Vektor y, zrcadlovy obraz vektoru x podle nadroviny
H(q), ziskdme tak, Ze slozku z, zaménime za —z, a slozka lezici v nadroving #(q)
se nezméni, tedy

y:(xfxq)fxq:m—2xq:(1—2qu)xEH(q)x, (3.7)

viz obréazek 3.2.

q

Obrazek 3.2: Householderova refleze vektoru z v R?.

Definice 3.2 (Householderova reflexe). Necht ¢ € R™ a ||q|| = 1. Pak matici
H(q) =1-2qq" e R™™

nazgvdme matici Householderovy reflexe wvzhledem k nadrovine H(q) definované
normdlovym vektorem q.



