3.3. KRYSTALOVE SOUSTAVY VE 3D

3.3.1 Bravaisovy mfize

Dvacet let po odvozeni krystalografickych t¥id ukazal francouzsky mate-
matik Auguste Bravais (1811-1863), Ze 32 t¥idam a 7 soustavam odpo-
vida 14 typa miizi, v nichZ je navic zohlednéna translace (tzv. centro-
vani). Na obrazku 3.8 jsou uvedeny kubické Bravaisovy miiZe — primitivni
(P), prostorové centrovana (I, bec — body centerred cube) a plo$né cent-
rovana (F, fcc — face centered cube).

P I F
Obrazek 3.8: Kubické Bravaisovy mifiZze — prosta (primitivni), prostorové
a plosné centrovana.

Prosta neboli primitivni mi{z mé své oznaceni podle poc¢tu obsaze-
nych miizovych bodu. Primitivni mriz ¢ita vzdy jeden miizovy bod.
Kazdy z bodi, vyznafenych na obrazku 3.8, zasahuje do miize (krychle)
jednou osminou®. Prostorové centrovana kubicka mifz obsahuje dva a ku-
bick4 plo$né centrovand miiz celkem ¢tyti mfizové body.

Priklad: Pomoci modelu tuhych kouli urcete zaplnéni kubickych Bra-
vaisovych miizi.
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3V krystalu vytvofeném teselac? elementarnich m¥izi je jeden mi¥izovy bod primi-
tivni kubické miizky sdilen 8 miiZzemi.
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Reseni: V modelu tuhych koulf predpokladame, Ze mifzové body jsou
obsazeny sférami, které se navzajem dotykaji. V pripadé prosté kubické
miizky jsou miizové body v rozich krychle, viz obrazek a). Snadno od-
hadneme polomér sféry v piipadé prosté kubické miizky - r = a/2.

Zaplnéni mfiZe je urceno podilem objemu sfér v mfiZzce k objemu
miize. V primitivni kubické miizi mame jeden mfizovy bod, tj. jednu
kouli a zaplnéni prosté mfize pp je tak

4_.3
371'7" s

bp a3 6 )

Podobné vytesime zbyvajici Bravaisovy kubické mfiZze. V prostoroveé
centrované miizi (obréazek b) jsou t¥i sféry podél télesové uhlopticky, tj.
r= @a. Zaplnéni bec miize py je
%71'7“3 V3

a3 8

pr =2

kde 2 pted zlomkem znac¢i pocet miiZovych bodi v prostorové centrované
kubické mrizi.

Plosné centrovana kubicka miiz obsahuje celkem 4 m¥iZové body. Po-
lomér sfér v modelu tuhych kouli lze odvodit z obrazku c), kde se podél

sténové uhlopricky nachézeji 3 stéry, tj. r = %a. Zaplnéni fcc mtize je

4 3
4 3
pp =430 _ %w — 0,741.

V pfirodé prevazuji struktury s véts§im zaplnénim. Mezi prvky, které
krystalizuji v kubické soustavé, nalezneme 20 s plosné centrovanou mfizi,
13 s prostorové centrovanou, ale ani jeden s primitivni m¥izi.

Zbyvajici Bravaisovy miizZe jsou uvedeny na obrizku 3.9. V&imnéte si, ze
centrované mohou byt i jiné miize, nez kubické.

3.3.2 Prostorové grupy

Bravaisovy miize se vztahuji ke geometrii elementarni miize. Struktura
krystalu je vSak dédna nejen geometrii mrize, ale i tim, jak jsou v této
miizi umistény atomy, tedy tzv. hmotnou bdzi. Atomy nelze z divodu
symetrie elementarni mfize umistit libovolné. Napiiklad v kubické miizi
operace symetrie ,automaticky zkopiruji“ atom umistény do jednoho
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tetragonalni

ortorombické

=120] é

hexagonalni trigonalni

monoklinicka triklinicka

Obrazek 3.9: Bravaisovy mfize soustavy tetragonalni, ortorombické, monok-
lické, triklinické, hexagonalni{ a trigonalni.

rohu krychle do ostatnich rohti, atom umistény do stfedu jedné stény
bude operacemi symetrie zobrazen do stfedu ostatnich stén. Tyto po-
lohy se nazyvaji symetricky ekvivalentni. Naptiklad poloha atomu v rohu
krychle (0,0,0) je symetricky ekvivalentni s polohami (a,a,a), (0,0,a),
(a,a,0) atd., viz obrazek 3.10.

Polohy atomt v elementérni m¥iZi jsou ovlivnény symetrii m¥ize. Po-
¢et zplisobi, jakym lze do ¢trnécti Bravaisovych miiz{ umistit hmotnou
bézi je omezeny. Nezéavisle na sobé je odvodili matematici Jevgraf Stépa-
novi¢ Fjodorov (1853-1919) a Arthur Schonflies (1853-1928). Celkem je
jich 230 a nazyvame je prostorové grupy. Jiz znamé prvky symetrie (ro-
ta¢ni osa, inverze, inverzné-rota¢ni osa, rovina zrcadleni, reflexné-rotacni
osa) jsou rozsifeny o translaci a slozené prvky s ni spojené — sroubovd
osa a skluzovd rovina (obr.3.11).
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Obrazek 3.10: Symetrické polohy ve ¢tvercové miizce. Operace symetrie zob-
razi atomy umisténé do poloh na levém obrazku do vSech symetricky ekviva-
lentnich poloh — obrazek vpravo.
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e
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Obrazek 3.11: Slozené prvky symetrie s translaci. Vlevo — sroubova trojéetna
osa. Otoceni o 120° je nasledovano translaci ¢t. Vpravo — skluzova rovina. Po
operaci zrcadleni je provedena operace translace t. Skluzova rovina se oznacuje
pismenem g.

Vsech 230 prostorovych grup je popsano v Mezinadrodnich krysta-
lografickych tabulkach [38]. Obréazek 3.12 dava nahlédnout na ¢ast in-
formaci o prostorové grupé ¢&islo 225 s oznadenim Fm3m. Jedna se pro-
storovou grupu kubické soustavy. Pismeno F' zna¢i plosné centrovanou
miiz. Prvni znak odkazuje k symetrii podél sméru hrany krychle, druhy
ve smeéru télesové thlopricky a tfeti znak ve sméru thlopiicky podstavy.
U ostatnich soustav (tetragonélni, ortorombicka, ... ) plati podobna pra-
vidla psani oznaden{ symetrii ve vyzna¢nych smérech v symbolech pro-
storovych grup.

Na obrazku 3.12 jsou uvedeny polohy, které mohou byt obsazeny
atomy. Ty maji sva oznaceni, napiiklad prvni poloha odspodu nese ozna-
¢enf 4a. Cislo znad jeji cetnost, pismeno urcuje poradi polohy (od nejméné
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Fm3m
O:

No. 225 Fdjm32/m

Origin at centre (m3m)
Number of positions, Co-ordinates of equivalent positions

Wyckoff notation,
©0,00; 044 104 410+

and point symmetry

192 l L X320 2%y, 2,2.X X25Y; 1X2 Z,)X;
X2 2,59, 5% %47 y.x%I )%
X2 IxJ; $.2.% Xz2); PXZ LYX;
XJ,z; LX,y; PIx, XLy, PXz 4,9,X;
X3.2, LAy, PE% KLY PXE L9.%;
X2y LXy; $.2,X X2y $.X,23 L)X
XJ0,2y XY PEX, X2y ».X2 Z.PX;
XWE LX.P5 Y4Xy X,2Y, ¥.XZ; LYK

96 k m X, X,2, Z,X,X; X,2,X; X,X,Z; Z,%,%, X%,
X,X,Z; z,X,X%; Xx,2,X; Xx,2; Z,x,X; X,2,X;
X,X,2;  Z,x,X%; X,z,%; X,X,2; Z,%,X; X,Z,X;
X,X,2;  Z,%,X; X, Z,X; X,X,Z; Z,X,X; X,Z,X.

96 J m  0y,z; z0y; 320; 0zy; 0z 20;
03,2, 20,5; 520; 0.z.9; 702 Z,50;
0.y,2; 20, »20; 0zy; »0,% 20
0.9,z; 2,05, 720; 0,25, 70,2 2z5,0.

1y 7 %1y %1
bx% Xbhx x5l

48 i mm  lxx; xix; xx,
; Lox by xxl

48 h mm Oxx; x0,x; xx0; 0x%x Xx0,x; x,5x0;
0; 0,%x; x,0,%; Xx,0.

43 g mm xLl ix} Lix xibi dxh Lix
b1 PREHEE SR HEE =5 Hp ¥ &

32 f 3m  xxx; x,%% XXX X%x;

24 e 4mm x,0,0; 0,x,0; 0,0,x; x0,0; 0,x0; 00x%.
24 dmmm 04 104 110, 04L% £0% .40
8 ¢ Bm  LiL 134

4 b m3m {33

4 a m3m 0,0,0.

m3m Cubic

Conditions limiting
possible reflections

General:

hkl: h+k,k+1,(I+h)=2n
hhl: (I+h=2n); G
Okl: (k,1=2n); C

Special: as above, plus

no extra conditions

hkl: h,(k,1)=2n

no extra conditions

no extra conditions

} hkl: by (k,1)=2n
}

Obrazek 3.12: Cast informaci o prostorové grupé Fm3m z Mezinarodnich

krystalografickych tabulek [38§].
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Tabulka 3.3: Prehled 2D a 3D mfizi.

2D | 3D
krystalografické t¥idy | 4 7
Bravaisovy mfize 5 14

bodové grupy mrizi 10 | 32
prostorové grupy 17 | 230

k nejvice ¢etnym). V naSem piipadé je poloha atomu v poloze 4a (0,0, 0).
Dalsi mozné polohy jsou déany translacemi, uvedenymi na zacatku ta-
bulky pod oznacenim ,, Co—ordinates of equivalent positions“ — (0,0,0),
(0,3.2), (3,0,3), (3.3.0). Atom v poloze 4a se translacemi zobraz{ do éty¥
symetricky ekvivalentnich poloh:

(0,0,0) + (0,0,0) = (0,0,0)

11 11
(07070)+(0a§a§) - (0’575)
1 1 1 1
(07070)+(§’0’§) - (57075)
11 11
(0,0,0)+(§,§,0) = (5,5,0).

Uvedené translace jsou platné pro wsSechny mozné polohy v prosto-
rové grupé Fm3m. Pred nézvem krystalové soustavy (Cubic) je uvedena
bodova grupa miizky, m3m.

V tabulce 3.3 jsou shrnuty pocty krystalovych t¥id, bodovych a pro-
storovych grup pro krystalické miiZze pro dvou- a trojrozmérny prostor.

3.4 Symetrie a vlastnosti latek

S tim, Ze struktura ovliviuje vlastnosti, jsme se jiz setkali u molekul
(napriklad staceni roviny polarizovaného svétla, pfitomnost dipélového
momentu, chiralita ...) Shodné tomu bude i u krystalu, tj. pravidelné
uspofadanych latek. Také zde popisujeme vlastnosti pomoci fyzikalnich
veli¢in. Ty mohou byt skalarni (hustota, tlak, teplota), vektorové (tep-
lotni gradient, polarizace, magnetizace) nebo tenzorové (tenzor elektrické
vodivosti, tenzor elastické deformace,. .. ).
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Napriklad Ohmuv zdkon zapsany v tenzorovém tvaru vypada takto

—

— 6,
nebo-li
J1 011 021 013 Eq
J2 | = | o012 022 o023 Es |, (3.3)
J3 013 023 033 E3

kde ; aE jsou vektory proudové hustoty a elektrického pole, 6 oznacuje
tenzor elektrické vodivosti. Pro vektor elektrického pole E = (FE4,0,0)
dostaneme po dosazeni do 3.3 vektor proudové hustoty

j=(011E1, 012E1, 013E1),

tj. vektor elektrického pole je obecné nekolinedrni s vektorem j

V redlném experimentu muzeme méfit hodnotu fyzikalni veli¢iny ve
zvoleném sméru. V piipadé vektorovych veli¢in je naméfena hodnota
déna primeétem vektoru veli¢iny do daného sméru, tj. skalarnim souc¢inem
s jednotkovym vektorem v méreném sméru.

V piipadé tenzori je postup obdobny Méjme vektorové veli¢iny p a
g, pro které plati vztah p = Tq, kde T je tenzor. Obecné lze vyjadiit
i-tou slozku vektorové veli¢iny p vztahem (viz vztah 3.3)

pi =Y T (3.4)
k

Hodnotu p’ ve sméru ¢ uréime ze skalarniho soucinu p s jednotkovym
vektorem ve sméru ¢, ez,

P =p-éq (3.5)

Hodnota veli¢iny popsané tenzorem T ve sméru q je vyjadfena vztahem
7=, (3.6)

kde g je velikost ¢. Slozky vektoru p; 3.5 miZeme zapsat pomoci slozek
pi (rovnice 3.4),

p=>_> Tiareig- (3.7)
Tk

169



KAPITOLA 3. STRUKTURA PEVNYCH LATEK

170

Vysledek 3.7 dosadime do 3.6 a po tpravé dostaneme

. ) T -
Ty = 2t 2k TR N2y (3.8)
k

q

i
kde ¢; = e;7 a ¢, = qi/k jsou smérové kosiny. Pokud zname smérové
kosiny ¢; a tenzor T' je symetricky, mé T tvar

Tq = Tllc% + TQQC% + T33C§ + 2T19c1co + 2T43¢1¢c3 + 2TH3¢9cC3. (3.9)
Rovnice 3.8 pripomind rovnici kvadriky tenzoru

Z Z ;i Tirqerr = 1, (3.10)
ik

coz je plocha druhého tadu. Zavedeme-li sférické souradnice, tak pro
smérové kosiny plati x; = r.c;. Po dosazen{ do 3.10 méame

Py > elwqrer =1 — 1 = 1A : (3.11)

Jsou-li Tj; > 0 je kvadrika tenzoru rota¢nim elipsoidem. Vzdalenost bodu
na tomto elipsoidu od pocatku soufadnic je nepiimo umérnd odmocniné
hodnoty veli¢iny popsané tenzorem 7' ve sméru r (rovnice 3.11), jak je
schématicky ukizano na obrazku 3.13. Symetrie kvadriky uréuje symetrii
fyzikalni veli¢iny vyjadiené tenzorem T.

r~

Obrazek 3.13: Kvadrika tenzoru. Délka vektoru 7 je nepfimo umérna druhé
odmocniné hodnoty fyzikalni veli¢iny popsané tenzorem 7T ve sméru .

K symetrii vnéjsiho tvaru krystala (32 prostorovym bodovym grupam,
viz str.162) a jejich vlastnostem se vazi néasledujici t¥i principy:



