KAPITOLA 3

PLOSNY INTEGRAL V R,

V této kapitole stru¢né vyloZzime pojmy plochy (a zobecnéné plochy) v Rz, plos-
ného obsahu této plochy a integralu pfes tuto plochu (plosného integrélu). Plosny
integral pouzijeme v nasledujici kapitole k formulaci vét Gaussovy-Ostrogradského
a Stokesovy.

3.1. Plochy v R3

Pro pohodli ¢tenére pfipomeneme nejdifve Lipschitzovu podminku (uvedli jsme
ji uz v predchozi kapitole):

Definice 3.1. Necht f je redlné funkce dvou proménnych, definovand na mno-
7iné D C Ry. Rekneme, 7e f spliwje na D Lipschitzovu podminku s konstantou
K € R, jestlize pro kazdé w = (u,v) € D, w = (u,?) € D plati

f(w) = f(@)] < Kljw — ]l

(nalevo je absolutni hodnota, napravo ||.|| zna¢f normu v Re, tj. ||z|| = /2% + 23
pro x = (z1,22) € Ry). Rekneme, Ze zobrazeni ® = (®1, ®5, ®3) z Ry do Ry je na D
lipschtzovské (splituje tam Lipschitzovu podminku), jestlize je na D lipschtzovska
kazda jeho slozka ®;, j = 1,2, 3.

Definice 3.2. Mnozinu M C R3 nazveme plochou, jestlize existuje oteviena
méfitelnd mnozina D C Ry a zobrazeni & = (&, @5, P3) mnoziny D do Rz takové,
ze

1) ® je na D spojité diferencovatelné a hodnost jeho Jacobiho matice

981 (u,v) 22 (u,v
D(u,v) &(u7v) 3(?1;)3 (u7v)
Ju ) ov ’

je rovna 2 pro kazdé (u,v) € D.

2) @ spliiuje na D Lipschitzovu podminku,

3) ®(D) = M.

Takové zobrazeni ® (piesnéji dvojici (®, D)) nazveme parametrizaci nebo pa-
rametrickym zadanim plochy M a mnozinu D nazveme mnozinou parametri.

Je-li ® navic prosté na D a ®~! je na M spojité, pak iikame, ze M je jednoduchd
plocha.
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62 3. PLOSNY INTEGRAL V R3

Piiklad 3.1. (explicitni zadani plochy) Je-li D C Ry oteviend a méfitelnd a
funkce g je na M spojité derivovatelna a splhuje tam Lipschitzovu podminku, pak
zobrazeni

~ D (u,v) et u
D(u,v) = | Pa(u,v) | = v , (u,v) € D,
@3(“,’[}) g(U,’U)

je parametrizaci jednoduché plochy M = ®(D). M je grafem funkce g. Za parame-
try bereme souiadnice x a y bodu plochy (z = u, y = v, 2 = g(u,v)).

Jediné, co je tfeba ovérit, je splnéni podminky jednoduchosti.

1) (prostota ®) Je-li pro néjakd w = (u,v) W = (4,9) z D ®(w) = ®(b), coz
znamena

U U
v = w ,
g(u,v) 9(1,v)

pak je u = u, v = 0.

2) (spojitost ® 1) Z malosti ||(z,y,2) — (%,9,2)||3 (norma v Ry), kde (z,y,2) =
o(w) € M, (%,9,2) = ®(w) € M, mame ukazat, Ze je malé ||w — ||z (norma v
Rs). To plyne ale z nésledujicich (skoro z¥ejmych) rovnosti a nerovnosti

||¢71(l’ayaz)_¢71(i’aga'g)H? = ||’LU—’LT)||2 = ||($ay)_(‘%ag)||2 < ||($ayaz)_(‘%ag72)||3‘
Poznamenejme ze analogicka situace je v pripadé zobrazeni

i we [ . g [9(w:0)
®(u,0) = | glu,v) |, ®(u,0) = (O
v (%

kterd zadavaji druhou resp. prvni soufadnici bodu na ploge jako funkci zbylych
soutadnic tohoto bodu.

Priklad 3.1a. (implicitni zadani plochy) Plochu v R3; je mozné zadat také
pomoci jedné rovnice jako mnozinu M téch (z,y, z) € Rs, které vyhovuji rovnici
F(z,y,2) =0,
kde F je spojité derivovatelnd funkce takovd, ze v kazdém bodé (z,y,z) € M
je alespoit jedna z derivaci Fy(x,y,z), Fy(z,y,2), F:(z,y, z) nenulovi. Napiiklad
rovnice az + by + cz + d = 0 zadava rovinu, rovnice (z — A)%/a®> + (y — B)/b* +
(z — C)? — 1 = 0 zad4va elipsoid se stfedem v bodé (A, B,C) a poloosami a, b, c.
Vektor se slozkami F,(z,y, 2), Fy(z.y,2), F.(z,y,2) je tzv. normdlovym vektorem
k M v bodé (z,y,z) € M.
Priklad 3.2. (parametrizace kulové plochy) Kulovou plochu se stfedem v po-
¢atku a polomérem R muzeme zadat pomoci zobrazeni & daného predpisem
x =P1(p,0) = Rcos psinb,
y =P2(p,0) = Rsinpsinb, ¢ € (0,27), § € (0,7).
2 =®3(p,0) = Rcosb,
které ji zadava ne celou, ale bez ,, poledniku”, lezictho v poloroviné y = 0, z > 0. (D4

se ukdzat, Ze celou ji parametricky — jako jednoduchou plochu ve smyslu definice
3.2 — zadat nelze.)
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Cvigeni. Pomoci sférickych soutadnic zadejte kuzelovou plochu 2> = 2 + y2,
z > 0 (opét bez povrsky v poloroviné y = 0, z > 0).

Pozndamka. Vzhledem k tomu, Ze v definici 3.2 se neptedpokladé, 7ze mnozina pa-
rametra D je souvisld, dalo by se ukazat, ze povrch krychle bez hran je jednoducha
plocha.

3.2. Plo$ny obsah rovinnych mnozin M C Rj

Nez si za¢neme vyjasnovat, co budeme rozumét pod ploSnym obsahem obecné
plochy v Rs, ujasnime si, co budeme rozumét pod ploSnym obsahem plochy M,
ktera lezi v néjaké roviné v Rs.

Pomoci vhodného zobrazeni ¢ tvaru ¢(z) = & + Az, kde % je vhodny prvek z Rs
a A je vhodné ortogonalni matice stupné 3 (takové zobrazeni zachovava vzdélenosti
bodi), mtizeme rovinu, v niz M leZi zobrazit na rovinu z = 0. Pfi tomto zobrazeni
piejde mnozina M na jistou mnozinu M, jejiz body maji tieti soufadnici nulovou.
Chépeme-li M jako mnozinu v Ry, pak (za pfedpokladu, Ze je mé¥itelnd) ji mizeme
prisoudit miru s (M), kde ps je Jordanova mira v Ry. Je piirozené pod plognym
obsahem (dvojrozmérnou mirou) ptivodni mnoZziny rozumét pravé ¢islo ps(M):
upozornéme hned, Ze p3(M) = 0 (pro¢?). (Indexy dole u p znaéime, o jakou miru
- v jakém R, — se jednd.)

Uvazime nejdiive ,,rovinné” mnoziny specidlniho tvaru

M = P(c,a,b) = {c+ua+vb,ue(0,1),v € (0,1)},

kde ¢, a, b jsou dané prvky z Rs. Takovd mnozina se nazyva rovnobéznikem s jednim
vrcholem v bodé ¢ a sestrojenym na vektorech a a b (viz obrazek 3.1)

L

o

N

p 7
y |4

OBR. 3.1

K vyjadreni plosného obsahu takového rovnobéznika bude uziteény pojem wvek-
torového soucinu dvou vektori z Rs:

Definice 3.3. Vektorovym soucinem a x b dvou vektori a,b € R3 rozumime
vektor
axb d:ef (agbg — agbz, a3b1 — a1b3, albg - azbl).
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Zapamatovat si tvar vektorového soucinu je mozné pomoci formalniho determi-
nantu

€1 €2 €3 ap by e
det ay as as = det, as bg €92 s
bl bg b3 as b3 €3

kde e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) je kanonické baze v R3 a determinanty
si myslime vyjadiené pomoci rozvoje podle prvniho radku resp. posledniho sloupce.
Vektorovy souc¢in ma nasledujici vlastnosti:

Véta 3.1.

1) axb=0<% a,b jsou linedrné zdvislé. b x a = —a x b

2) pro c € Rs je ((a x b),c) = det(a, b, c), kde nalevo (,) znaci skaldrni soucin a
napravo (a, b, ¢) znac¢i matici, jejimiz sloupci jsou (sloupcové) vektory a,b,c.

3) a x b je ortogonalni k a i b.

4) |la x b||? = det <EZZ)) E‘gé’;) = ||al?||b]|2 = |(a, b)|2. Matice zde se vysky-
tujici se nazyva Gramovou matict vektora a, b.

5) Je-li S ortogondlni matice, pak ||Sa x Sb|| = ||a x b]|.

6) ||axb|| je rovno plosnému obsahu rovnobéznosténu, sestrojenému na vektorech
a,b.

Diikaz. 1) plyne z toho, Ze a a b jsou linedrné zavislé pravé kdyz vSechny t¥i
subdeterminanty stupné 2 matice, jejimiz fadky (sloupci) jsou vektory a a b jsou
rovny nule a z toho, Ze slozky vektorového soucinu jsou praveé tyto subdeterminanty
(s pFislusnymi znaménky). Druhé ¢ast plyne z toho, Ze pii prehozeni dvou fadki
(sloupcit) v determinantu determinant zméni znaménko.

2) je ziejmé z rozvoje determinantu podle posledniho sloupce.

3) plyne z 2) a toho, Ze determinant matice se dvéma stejnymi sloupci je roven
nule.

4) Uvazime-li (T zna¢i transponovanou matici)

det((a,b,a x b)T (a,b,a x b)),

dostaneme, Ze to je jednak rovné (det(a,b,a x b))% = (||a x b]|*)%, nebot determi-
nant soucinu je roven soucinu determinanti a determinant transponované matice je
stejny jako determinant ptivodni matice a ziejmé déle je det(a, b,a x b) = ||a x b||2.
Na druhé strané to je rovno (podle pravidla o ndsobeni matic)

(a,a) (a,b) (a,a x b)
det | (ba) (b))  (haxb) | =det (E‘;Z; E‘;Z’;) lla x b2,
(a x bya) (axbb) (axb,axb) ’ ’
nebot dva prvky v poslednim sloupci a poslednim faddku jsou podle 3) rovny nule.
5) plyne ze 4) a toho, Ze skalarni sou¢in se pfi ortogonalnim zobrazeni neméni.
6) Pro skaldrni sou¢in plati (a,b) = ||al|||b|| cos 8, kde 8 € (0, 7) je (mensi) Ghel
mezi vektory a a b. Proto 4) dava

lla x bl = V/llal2[[bl1* = [lal|*[1b]]* cos? 8 = ||al[||b]|v/1 — cos? § = [|al|||b|| sin,
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OBR. 3.2

coz dokazuje pozadované, nebot plocha rovnobéznika je rovnd soucinu délky jedné
strany (napf. ||a||) a vySky na tuto stranu, kterd je rovna ||b||siné (viz obréazek
3.2)

Vektorovy soucin a x b je tedy vektor, ktery ma nasledujici vlastnosti:

a) je kolmy na a i na b,

B ) méa délku, rovnou plognému obsahu rovnob&Zznosténu, sestrojenému na vek-
torech a a b.

Jsou-li a a b linearné nezavislé, pak existuji pravé dva vektory, které maji vlast-
nosti @) a B8), ato a xba —(a xb). Z nich pravé a x b mé tu vlastnost, Ze
det(a,b,a x b)(= |la x b||?) > 0. Zavedeme-li termin tzv. kladné orientované bize
a,b,c € Ry pozadavkem det(a, b, c) > 0, pak vySe uvedené znamend, 7e a,b,a x b
tvori kladné orientovanou bazi v Rs (pokud a a b jsou linedrné nezavislé). Dalo by
se ukazat, ze geometricky to znamena toto:

v) Pouzijeme-li v prostoru tzv. pravotocivou bdzi , tj. kanonické bazi e, es,
es v Ry piifadime trojici navzdjem kolmych jednotkovych vektorit €, €2, €5
takovou, #e z vrcholu € 5 vidime pohyb od €1 k €5 po pravém tthlu proti ru¢ickdm
hodinovym (viz obrazek 3.3 vlevo), uvidime z vrcholu a x b pohyb od @ k ?
po thlu mensim nez = také proti hodinovym rucickdm (viz obrazek 3.3 vpravo,
6 € (0,7)).
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OBR. 3.3

(Jina ekvivalentni charakterizace je tigo: vezmeme-li pravotod¢ivy vrut , ktery zara-
zime do roviny urcené vektory @ ab (jedno, z které strany) a otd¢ime hlavickou



