Kapitola 3

Matice

Matice jsme zavedli v minulé kapitole ke kompaktnimu zapisu soustav linedrnich
rovnic a popisu metod na jejich feseni. Matice vSsak maji mnohem Sirsi vyuziti, a
proto se na né v této kapitole podivame podrobné&ji. Zavedeme nékolik typa matic
a zékladni operace, které umozni s maticemi 1épe a jednoduseji zachézet.

3.1 Zakladni operace s maticemi

Definice 3.1 (Rovnost). Dvé matice se rovnaji, A = B, pokud maji stejné rozméry
mxnadA;=B;proi=1,....m,j=1,...,n.

Definice 3.2 (Soucet). Bud A, B € R™*™. Pak A+ B je matice typu m xn s prvky
(A-"-B)ij =A;+By,i=1,....m,j=1,...,n.

Definice 3.3 (Nédsobek). Bud v € R a A € R™*". Pak aA je matice typu m X n
s prvky (ad)y; =adij,i=1,...,m,j=1,...,n.

Priklad 3.4 (Soucet a ndsobek matic).

1 2 5 6 6 8 1 2 5 10
(3 4>+(7 8>_(10 12)’ 5(3 4)_(15 20)' H

VysSe zminéné operace umoznuji zavést prirozené i od¢itani jako A — B := A+
(-1)B.

Specidlni matici je nulovd matice, jejiz vSechny prvky jsou nuly. Znacime ji 0 ¢i
0 xn pro zdiraznéni rozmeéru.
Tvrzeni 3.5 (Vlastnosti souétu a ndsobki matic). Pro redlnd c¢isla o, 8 a matice
A, B,C € R™*" plati

(1) A+ B=B+ A (komutativita),

(2) (A+B)+C=A+ (B+C) (asociativita),
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(4) A+ (-D)A=0,
(5) a(BA) = (af)A,

(6) 1A= A,
(7) a(A+ B) =aA+ aB (distributivita),
(8) (a+pB)A=aA+ A (distributivita).

Diikaz. Dukaz vlastnosti je vesmés trividlni, ale je vhodny pro procvic¢eni formal-
niho pfistupu. Zakladni idea dikazl je redukce dané vlastnosti na odpovidajici
vlastnost redlnych ¢isel. Dokdzeme vlastnost (1), zbytek nechdvdme ¢tenari.

(1) Nejprve ovéfime, ze A+ B i B + A maji stejny typ. Pak ukdzeme, Ze odpo-
vidajici si prvky jsou shodné: (A + B);; = A;j + Bij = Bij + Aij = (B + A)yj, kde
jsme v druhé rovnici vyuzili komutativitu s¢itani redlnych cisel. 1

Priklad 3.6. Jednoduchym pouzitim maticovych operaci je manipulace s obrazky.
Necht obrazek je reprezentovan matici A € R™*"™ tak, Ze pixel obrazku na pozici
(4,7) ma barvu s ¢islem a,;. Nasobeni matice A skaldrem pak méni odstiny barev.
Na obrézcich listovnice dole je ilustrovana matice aA pro razné volby a. Pro a =1
dostaneme ptuvodni matici, pro o > 1 se obrazek zesvétli a naopak pro o < 1 se
obrazek ztmavi.

origindl (o = 1) ztmaveni (a = 0,5)

origindl (v = 1) zesvétleni (o = 1,5) O
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Nyni zavedeme nésobeni matic; to je definovano na prvni pohled trochu neob-
vykle, jeho vyznam vyplyne pozdéji v sekci 6.2.

Definice 3.7 (Souc¢in). Bud A € R™*P a B € RP*"™ . Pak AB je matice typu
m x n s prvky (AB)i; = > 7_, AikByj.

Priklad 3.8 (Mnemotechnika ndsoben{ matic). Bud

A=[o 1 0 1], B=
5 2 9 o 121 3
1210

Mnemotechnickd pomtcka pro ndsobeni matic AB, prvek na pozici (Z, j) spoc¢itdme
jako skaldrni soucin i-tého radku matice A a j-tého sloupce matice B:

1 1 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0
1 2 3 4 10 15 12 14
010 1 2 2 (3) 2
2 2 2 2 8 10 10 12 O

V kontextu s maticovym nésobenim potfebujeme zavést pojem jednotkovd ma-
tice. Znaci se I ¢i I, a je to ¢tvercovd matice fddu n s prvky I;; =1 pro¢ = j a
I;; = 0 jinak. Je to tedy matice s jednickami na diagondle a s nulami jinde, pficemz
diagondlou se rozum{ prvky na pozicich (1,1), (2,2),... Schematicky

1 0 ... 0
I, = 0

: w0

0O ... 0 1

Souvisejici pojem jednotkovy vektor e; je pak i-ty sloupec jednotkové matice, tj.
€;, = I*i.

Tvrzeni 3.9 (Vlastnosti souc¢inu matic). Plati ndsledujici vlastnosti; o je ¢islo a
A, B, C matice vhodngch rozméri.

(1) (AB)C = A(BC) (asociativita),
(2) A(B+C)=AB+ AC (distributivita zleva),
(3) (A+ B)C = AC + BC (distributivita zprava),

(4) a(AB) = («A)B = A(aB),
(5) 0A = A0 =0,
(6) InA=Al, = A, kde A € R™*",



