KAPITOLA 1

ZAKLADNI LOGICKE SYMBOLY,
MNOZINY, ZOBRAZENI, CISLA

1.1. Logicka symbolika
Logicka struktura matematickych dikazt

V tomto oddilu jsou stru¢né shrnuty zdkladni pojmy a postupy mate-
matické logiky a zakladni logicka symbolika, jako naptiklad vgroky A, B,
implikace A = B (A implikuje B, z A plyne B), ekvivalence A < B (A je
ekvivalentni B), negace non A (A neplati) a dalsi, kterd budeme v dals§im
textu pouzivat. Je moznd lepsi si toto shrnuti precist az po prostudovani
celé knihy, nebot pak je ¢tend¥ 1épe pochopi a oceni.

Zakladem kazdé védy (tedy i matematiky a fyziky) je soubor jistych znalosti. To,
co z téchto izolovanych poznatkt déla skute¢nou védu je, Ze tyto poznatky logicky
uspofaddme, vytvofime z nich systém. A k tomu slouzi logika. Pomoci logického
mysleni, logickym odvozovanim ziskavime z danych fakti novd fakta nebo hypotézy
(posledni opét konfrontujeme s experimentem, nebot by se mohlo stit, ze vychozi
poznatky nezobrazuji skutednost spravng).

Pravidla logického odvozovéani se musi ¥idit jistymi zdkony: nesmi se naptiklad stat,
abychom dospéli k logickému sporu, pokud tento jiz neni v pfedpokladech. Je-li néco
logicky sporné, pak to nemiize byt pravdivé. Neni-li to v logickém sporu, nemusi to
jesté byt pravda. Je tfeba se opét obratit ke skute¢nosti, zda byla zobrazena spravné.
Logika tedy umoznuje vyloudit nékteré urcité nespravné hypotézy.

Je mozné bez precehovani tvrdit, Ze matematika diky své piresnosti je kromé jiného
velmi uzitenym materidlem, na némz je mozné si vypéstovat dobré logické mysleni.

Zakladnimi pojmy, s nimiz logika pracuje, jsou: vyroky, predikdty, logické spojky,
kvantifikdtory a zdkladni zdkony.

Vyrok je véta, o niz ma smysl Fici, %e je pravdiva. Napiiklad : ,,Cislo 2 je mensi
nez 3” je pravdivy vyrok. , Cislo 5 je zdporné” je nepravdivy vyrok.

Predikat neboli vyrokova funkce je predpis P (zobrazeni — viz oddil 3.), ktery
kazdému prvku z z daného pole objektii (mnoZiny) pfFiFazuje vyrok, tj. pro kazdé z
z daného pole je P(z) vyrok. Je-li napiiklad pole objektd mnoZina raciondlnich &isel
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4 1. LOGICKE SYMBOLY, MNOZINY, ZOBRAZENT, CISLA

Q, pak vyrokovou funkci je naptiklad nésledujici: je-li z z Q, pak je P(z) véta: ,z je
mensi nez 3”. P(x) je pravdivy vyrok pro raciondlni ¢isla men$i nez 3 a nepravdivy
pro raciondlni ¢&isla vétsi nebo rovna 3.
z danych vyrokid a predikdtd. Jejich vyznam je ddn, fekneme-li, kdy pomoci nich
vytvofeny vyrok je pravdivy.

Zakladnimi logickymi spojkami jsou nésledujici (A, B jsou dané vyroky):

1) Vv (vel = nebo) — disjunkce:
Vyrok AV B je pravdivy pravé kdyZ je pravdivy aspoh jeden z vyroki A, B (mohou
byt pravdivé i oba). Je nepravdivy pravé kdyZ jsou nepravdivé oba vyroky A, B.

2) A (et = i) — konjunkce:
Vyrok A A B je pravdivy pravé kdyZz jsou pravdivé oba vyroky A, B. Je nepravdivy
prévé kdyZ alespon jeden z vyrok A, B je nepravdivy.

3) non (= ne) — negace:
Vyrok non A znamend, Ze neni pravda, ze plati A. non A je tedy pravdivy pravé kdyz
A je nepravdivy.

4) = — implikace:
Vyrok A = B je pravdivy pravé kdyZ nastdva jedna z nésledujicich moZznosti

a) A je pravdivy, B je pravdivy
b) A je nepravdivy, B je pravdivy
c) A je nepravdivy, B je nepravdivy

a neni pravdivy v pfipadé, Ze je A pravdivy a B nepravdivy. Implikace se ¢te nékterym
z nésledujicich zpisobi: plati-li A, pak plati B, z A plyne B, A implikuje B, A je
postacujici podminkou pro B, B je nutnou podminkou pro A.

5) < - ekvivalence:
Vyrok A & B je pravdivy pravé kdyZ jsou pravdivé oba vyroky A = B a B = A.
Ekvivalence se ¢te nékterym z nésledujicich zpiisobi: A je ekvivalentni B, A plati
préavé kdyz plati B, A je nutnou a postacujici podminkou pro B, B je nutnou a
postacujici podminkou pro A.

Zakladni kvantifikdtory jsou tyto (M je pole objektt, P(z) je predikat):

1) 3 - existenéni kvantifikator:
Vyrok meﬂM P(z) (Cteme existuje z € M, ze plati P(z)) je pravdivy vyrok pravé kdyz

existuje néjaké xg € M, ze vyrok P(zo) je pravdivy.
2) V — obecny kvantifikator:
Vyrok €VM P(z) (¢teme pro kazdé x € M plati P(z)) je pravdivy vyrok pravé kdyz
x

pro kazdy objekt y € M je vyrok P(y) pravdivy.

Zakladni zadkony jmenujme dva:

1) Zakon sporu:
Pro z4dny vyrok A neni pravda soucasné A i non A (tj. A Anon A je nepravdivy pro
kazdy vyrok A.
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2) Zakon vylouéeného t¥etiho:
Pro kazdy vyrok A je bud A pravdivé nebo non A pravdivé (tj. AVnon A je pravdivy
vyrok pro kazdy vyrok A).
7 téchto zdkoni plyne, Ze pro kazdy vyrok A nastane pravé jedna z moznosti:
a) A je pravdivé, non A je nepravdivé

b) A je nepravdivé, non A je pravdivé

Tj. pravé jeden z vyroki A a non A je pravdivy.

Vlastnosti implikace a ekvivalence.
Plati

1) A = A (reflexivnost implikace).

2) Plati-li A = B a B = C, pak plati také A = C (tranzitivnost implikace).
Mizeme proto psat A = B = C.

3) A < A (reflexivnost ekvivalence).

4) Plati-li A < B, pak plati B < A (symetri¢nost ekvivalence).

5) Plati-li A< B, B < C, pak plati také A < C (tranzitivnost ekvivalence).

Poznamenejme, Ze implikace neni symetrickd, tj. maze platit A = B a pfitom
neplatit B = A.

Nékteré dulezité ekvivalence.
non(non A) < A
2) (A= B) < ((non B) = (non A))
3) (A & B) & ((non B) < (non A))
4) (AV B) < non((non A) A (non B
5) non(AV B) < ((non A) A (non B
6) (A A B) < non((non A) V (non B
\%
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8) (A= B) & ((non A) V B)

9) non(A = B) < (A A (non B))

10) (AAB)VC & (AVC)A(BVC)

11) (AVB)AC & (AANC)V (BAC)

12) non( 3 P(z))< V mnon P(z)
z€M zeM

13 non(zevM Plz)) & zeEIM non P(z)

Zptusoby dukazt.
1) Primy diikaz.
2) Diikaz rozborem moZnosti.
3) Nepfimy diikaz.
4) Dikaz sporem.
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Nepfimy diikaz je zaloZen na ekvivalenci 2.: misto A = B se dokazuje non B =
non A. Pri dikazu sporem postupujeme takto: chceme-li dokdzat A = B, predpokla-
déme, Ze plati A A non B a z toho odvodime spor. A A nonB tedy neplati. Plati-li
vSak A, nemitze platit non B, a tedy musi platit B.

1.2. Mnoziny

7 mnozinové symboliky ndm pro zacatek postaci nasledujici:

1) z € M — z je prvkem mnoziny M,

2) x ¢ M — x neni prvkem mnoZiny M,

3) P C M - P je podmnozinou (¢4sti) mnoziny M, coZz podrobnéji
znamend, ze kazdy prvek z P je také prvkem M. Rovnost dvou
mnozin M = P znadi, ze plati zaroven jak M C P tak P C M.

4) M UP - sjednoceni mnozin M a P — coZ znadi, Ze je to mnoZina
vSech téch z, které jsou alespon v jedné z mnozin M, P.

5) M N P — pranik mnozin M a P - coz znadi mnozinu vSech téch
z, které jsou jak v M tak zaroven v P.

6) 0 znadi tzv. prdzdnou mnoZinu, coZ je mnozina, kterd nem4 zadny
prvek.

Pro ty ¢tenare, ktefi si chtéji hned trochu rozsitit své znalosti o0 mno-
zinach a také pro ty, ktefi pfi pouziti néjakého pojmu v dalsim textu jej
zde mohou najit, jsou urcéeny nasledujici fadky psané petitem.

MnoZina je soubor véci (objektt), které nazyvadme jejimi prvky. Dilezité je, Ze
kazdy objekt bud pat¥{ do dané mnoZiny M nebo do ni nepatfi, tj. nastavid pravé
jedna z moznosti:

a) z je prvkem mnoZiny M — z pat¥i do M — x € M,
b) x neni prvkem mnoZiny M — x nepat¥i do M — x ¢ M.

Dlouho prevladalo minéni, Ze intuitivni chdpani mnoZziny je postacujici a rozumné.
Ukézalo se vSak, ze miize vést k logickym sportim (ke sporu vede napt¥iklad pojem
mnoZiny vSech mnoZin). Proto vznikly rizné axiomatické teorie mnoZin, jimiz se zde
ov8em zabyvat nebudeme.

Zptisoby zad4ani mnoZiny. MnoZinu je moZ%né zadat riznymi zptisoby. Uvedme
nékteré z nich:

a) Vyjmenovanim vSech prvkd, které do ni patii:
M; ={1,7,8,20,400} je mnoZina, kterd obsahuje pravé &sla 1,7,8,20,400.
My = {Praha, Bratislava, Variava, Riga, Vilnius, Minsk, Kyjev, Moskva, Lublari,
Zdhieb, Bélehrad, Sofia} je mnoZina, kterd obsahuje pravé vyjmenovand mésta.
(Tento zpiisob je moZny jen u tzv. konefnych mnoZin — viz déle.)
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b) Pomoci jiné jiZz zndmé mnoZiny:
Znéme-li mnozinu celych ¢isel 7Z , mizeme definovat celé mocniny &isla 2, a tedy také
mnozinu M3 v8ech celych mocnin &isla 2, tj. Ms = {2%; x € Z}.

¢) Zadanim né&jaké vlastnosti prvki:

My je mno¥ina viech ob&antt CR narozenych v roce 1970.
Mnozinu Mo miizeme zadat jako mnozinu hlavnich mést slovanskych stata.
Budeme psit M = {z; x ma vlastnost V }, jestlize mnozina M obsahuje pravé
v8echna takova z, kterd maji vlastnost V.

PodmnoZiny. Rovnost mnoZin.

Definice 1.1. Rekneme, %e mnoZina P je podmnoZinou (¢asti) mnoziny M,
jestlize kazdy prvek mnoziny P je také prvkem mnoziny M. PiSeme pak P C M.

Priklad 1.1. Je-li R mnozina v8ech redlnych &isel, Z mnoZina vSech celych &isel,
pak je Z C R. Je-li Rt mnoZina v8ech kladnych redlnych &isel, pak neplati ani Z C Rt,
ani Rt CZ.

Definice 1.2. Rekneme, %e mnoZiny M a P se rovnaji (M = P), jestliZe plati
M C P asoufasné i P C M.

Pozndamka 1.1. Tak se také Casto rovnost dvou mnozin dokazuje, viz p¥iklad 1.3.
dale.

P#iklad 1.2. Necht M1 ={z; t€Z,0<z <5}, Mo ={z;2€Z,2>0, 22 <
25}. Potom je zfejm& M = My, nebot obé& obsahuji pravé ¢isla 0,1, 2, 3,4.

Priklad 1.3. Necht M) ={z; 2 € R, 0< 2 <5}, Mo ={2; s €Rz >0, 22 <
25}. Potom je M; = M,. P¥i ditkazu nemiizeme postupovat jako v pfedchozim pfi-
kladu. Postupujme piesné podle definice 1.2. Necht T € Ml, tixeRa0<zazxz<5.
Podle prav1de1 o nasobeni nerovnosti je také x2 < 25, a tedy z € Ms. Je-li naopak
T € MQ, pak podle pravidla o odmochovani nerovnosti je z < 5, a tedy = € M1

Cvigeni 1.1. Dokaite, %e plati M1 = My, je-li My = {z: 2 € R, 22 —z—2 < 0},
My={z: z€R, 22 <4, z>—1}.

Poznamka 1.2. Pro kazdou mnozinu M je ziejmé M C M.

Definice 1.1a. Je-li P C M, P # M, pak fikime, Ze P je vlastni podmnoZinou
mnoziny M.

Definice 1.3. MnoZinu v8ech podmnoZin mnoziny M oznacujeme exp M nebo
také 2M . MnoZinu, kterd neobsahuje 7adny prvek nazyviame prizdnou a oznatujeme
ji 0.

Pozndmka 1.3. Prazdnd mnozina je zfejmé podmnozinou kazdé mnoziny. Uzitec-
nost zavedeni tohoto na prvni pohled protismyslného pojmu uvidime pii zavedeni
operaci s mnozinami, a také v nasledujicim ptikladu. Z logicko-filozofického je to
mnozina, které odpovida ¢islo nula, o jehoZ uZite¢nosti jisté€ nikdo nepochybuje.



