KAPITOLA 5

VLASTNOSTI SPOJITYCH
A DERIVOVATELNYCH FUNKCI

Pod slovem funkce budeme v této kapitole vzdy rozumét redlnou nebo
komplexni funkci jedné realné proménné, pokud nebude feceno jinak.

5.1. Lokdlni vlastnosti

Nasledujici véty jsou snadnymi désledky vét 3.7. a 3.10. Ctenaf si
miize jejich diikaz provést za cviceni.

Véta 5.1. Je-li redlna nebo komplexni funkce f spojita v bodé a € R,
pak existuje U, (a), na némz? je f omezend. Analogicky pro jednostrannou
spojitost.

Véta 5.2. Je-li redlna nebo komplexni funkce f spojita v bodéa € R,
pak plati
(1) je-li f(a) # 0, pak existuje U,(a), ze |f(z)| > |f(a)] /2 > 0 na
U,(a).
(2) je-li f redlnd, a f(a) > 0 (f(a) < 0), pak existuje U,(a), Ze
f(z) =2 f(a)/2> 0 (f(z) < f(a)/2 < 0) naU,(a).

Analogicky pro jednostrannou spojitost.

Definice 5.1. Rekneme, 7e funkce f je neklesajici (rostouci) v bodé
a € R, jestlize existuje UJ(a) tak, ze f(z) < f(a) (f(z) < f(a)) pro
€ Ui (a) a f(x) > f(a) (f(x) > f(a)) pro z € U:*(a). Rekneme, 7e
funkce f je nerostouci (klesajici) v bodé a € R, jestlize existuje U3 (a)
tak, ze f(z) > f(a) (f(z) > f(a)) proz € U™ (a) a f(z) < f(a) (f(z) <
f(a)) pro z € U;*(a). Rekneme, 7e funkce f ma v bodé a € R lokdini
mazimum (lokdlni minimum), jestlize existuje U*(a) tak, Ze f(x) < f(a)
(f(z) > f(a)) pro x € U*(a). Plati-li misto neostrych nerovnosti ostré,
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104 5. VLASTNOSTI SPOJITYCH A DERIVOVATELNYCH FUNKCI

mluvime o ostrém lokdlnim mazimu (ostrém lokdlnim minimu). Lokalni
maxima a minima (ostrd) se nazyvaji lokdlnimi extrémy (ostrymi).

Piiklad 5.1. Funkce f(z) = sinz, € R mé ostrd lokdln{ maxima
(minima) v bodech 7/2 + 2kn (—n/2 + 2k=), k celé. V ostatnich bodech
je bud rostouci nebo klesajici.

Véta 5.3. Necht funkce f md v bodé a € R derivaci (vlastni ¢i
nevlastni). Potom plati
(1) je-li f'(a) >0 (f'(a) <0), je f v bodé a rostouci (klesajici).
(2) ma-li f v bodé¢ a lokdlni extrém, je f'(a) = 0.
(3) je-li f v bodé a neklesajici (nerostouci), pak je f'(a) > 0 (f'(a) <
0).

Diikaz. 1) Bud f'(a) > 0. Podle véty 3.10. existuje U*(a) tak, ze
W > 0 na U*(a), a tedy f(z) — f(a) >0 proz—a>0a f(z) —
fla) <0proxz—a<0,a fjeproto v bodé a rostouci. P¥ipad f'(a) < 0
prenechavame Ctenaii za cviceni.

2) Necht ma f v bodé a napfiklad lokdlni maximum, tj. f(z) < f(a)
pro z € U*(a). Potom oviem je w >0(<0)proz—a<0(>0).
Z prvni nerovnosti oviem dostaneme f’ (a) > 0 a z druhé f! (a) < 0.
Ponévadz f'(a) existuje, je 0 < f! (a) = f'(a) = f{(a) <0.

3) Posledni tvrzeni dostaneme z prvniho pouzitim obecné véty A =
B & nonB = A: f nerostouci = non(f rostouci) = non f'(a) > 0

& f'(a) <0.

Poznamka 5.1. Véta udévé postacujici (ale nikoli nutné) podminky
pro to, aby funkce byla rostouci (klesajici) v bodé a nutnou (nikoli po-
stacujici) podminku pro to, aby funkce, kterd ma v daném bodé derivaci,
méla v tomto bodé lokalni extrém. Posledni tvrzeni je nutnd (a nikoli
postacujici) podminka pro to, aby funkce byla v bodé a neklesajici (ne-
rostouci).

Piiklad 5.2. Funkce f(z) = 2°, € R nemd v bodé 0 extrém,
prestoZe je f'(0) = 0. Je v tomto bodé rostouci, i kdyz neni f'(0) > 0.
5.2. Globalni vlastnosti

Véta 5.4 (omezenost). Je-li redlnd nebo komplexni funkce f spo-
Jjitd na omezeném uzavreném intervalu {a,b), a,b € R, pak je na tomto
intervalu omezena.
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Dikaz. Kdyby f nebylana (a,b) omezena, pak by existovala posloup-
nost z, € {(a,b), n € N, ze |f(z,)| > n. Posloupnost z,, je omezend, a
proto z ni Ize podle véty 2.13. vybrat konvergentni vybranou posloupnost
Tk, , Tk, — To € R pro n — oc. Podle véty 2.9. je zo € {(a,b). Potom
ovsem f neni omezend na zadném okoli bodu zg, a tedy podle véty 5.1.
nemiZe byt spojitd v bodé zg, a tedy ani na intervalu (a, b).

Nasledujici priklady ukazuji, ze na neomezeném nebo neuzavieném
intervalu véta obecné neplati. Staéi také nespojitost v jednom bodé in-
tervalu, aby funkce mohla byt neomezena.

Piiklad 5.3. Funkce f(z) = 1/z, x € (0,1) je na (0,1) spojité, ale
neni tam omezend. Podobné funkce g(z) = z na intervalu (1, 00).

Priklad 5.4. Funkce

1/z pro z € (0,1),
0 proz =0

) ={

je na (0, 1) nespojitd pouze v bodé 0 a je tam neomezena.
Tato véta se da zobecnit nasledovné:

Véta 5.4°. Necht f je spojitd na intervalu J a ma vlastni jedno-
stranné limity v jeho krajnich bodech. Pak je f na J omezena.

Diikaz. Z existence vlastnich limit v krajnich bodech plyne omezenost
f na jistych okolich Ut a U~ té&chto bodt. Na J \ (UT UU™) (coz je
omezeny uzavieny interval) je f spojitd a podle vty 5.4. omezend. Potom
je ovéem omezena na J = (J\ (UTUU"))uUTUU".

Definice 5.2. Necht f je redlna funkce, M C Dy, M # §. Oznacime

s]t&pf =sup f(M) = sup{f(z); = € M}

i]r\l/fff =inf f(M) = inf{f(z); z € M}

Rekneme, 7e funkce f nabyjvd na M svého mazima (minima), ma-li
mnozina f(M) maximum (minimum), tj. existuje-li o € M tak, 7e
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f(zo) > f(z) (f(x0) < f(z)) pro viechna x € M. Cislo f(xy) pak na-
zyvame mazimem (minimem) funkce f na mnoZiné M a oznacujeme jej
mj\f}xf (mj\}]n .7

Poznamka 5.2. Kazda redlna funkce ma na M supremum i infimum
(€ R*), obecné tam oviem nemusi mit maximum a minimum. Déle je
ziejmé, ze mj\ii[xf = sup f, mj\/ilnf = 111\1/If f, pokud maximum resp. mini-

M

mum existuje.

Priklad 5.5. Pro funkci f(z) = arctgz, z € R je supf = =n/2,
i%ff = —7/2, ale maximum ani mininum na R tato funlie nemd (je
—m/2 < arctgx < /2 pro x € R).

Uzitec¢né je si uvédomit platnost nasledujiciho tvrzeni, jehoz dikaz je
ziejmy:

Véta 5.5. Nabyva-li funkce f maxima (minima) na intervalu J v

bodé zg € J, pak je xo bud krajni bod intervalu J, nebo je to takovy
vnitini bod intervalu J, v némz ma f lokdlni maximum (minimum).

Véta 5.6 (0 nabyvan{ maxima a minima). Necht redlnd funkce f je
spojitd na omezeném uzavieném intervalu {a,b), a,b € R. Pak f nabyvd
a {a,b) svého maxima i minima.

Dikaz. Podle véty 5.4. je f na (a,b) omezend, a tedy G = sup f € R.
(a,b)
Podle definice suprema existuje posloupnost z, € (a,b), n € N | Ze
G—-1/n < f(zn) < G, atedy lim f(x,) = G. Z posloupnosti z,, mi-
n—oo
Zeme vybrat konvergentni vybranou posloupnost zx, — z¢ € (a,b). Diky
spojitosti f je podle Heineho véty lim f(zg,) = f(xo). Na druhé strané
n—oo

je lim flzr,) = lim flzn) = G, atedy f(xo) =G a f(xg) = maxf.

Pro mimimum se dukaz provede analogicky, anebo lze uzit jiz dokazane

tvrzeni o maximu na funkci f = —f (ziejmé je r<na)><f = - Enu% -
,b a,b

Poznamka 5.3. Spojitost na uzavieném omezeném intervalu je pouze

postacujici podminkou pro nabyvani maxima a minima. Na druhé strané

7Supremum resp. infimum funkce jsme jiz definovali v kapitole 3. Uvadime je zde
znovu pro pohodli ¢tendfe.
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pro neuzavieny interval tvrzeni véty obecné neplati. Viz nésledujici pti-
klady.

Piiklad 5.6. Funkce f(z) =sgnz, z € R nabyva na R maxima (= 1)
ve v8ech bodech z > 0 a minima (= —1) ve v8ech bodech z < 0.

Pi#iklad 5.7. Funkce f(z) = z, x € R, nenabyvad ani maxima ani
minima na zddném otevieném intervalu (a,b), a,b € R*, a < b.

Priklad 5.8. Funkce

z z€(-1,1),
fz) =
0 z=-1,1
nenabyva na (—1,1) ani maxima, ani minima (neni na (—1,1) spojitd).
Ziejmé je sup f=1, inf f=-1.
<_1a1> <71’1>
Pro tplnost uvedme vétu, kterou jsme dokazali a pouzili v kapitole 3.
(véta 3.24):

Véta 5.7 (o nabyvani v8ech mezihodnot). Necht f je redlnd funkce
spojitd na intervalu {a,b), a, b € R. Potom f nabyvd na (a,b) vSech
hodnot mezi ¢isly f(a) a f(b).

Dusledek. Necht f je redalna funkce definovana a spojita na intervalu
I. Potom f(I) je opét interval . Jeho koncovymi body jsou body irllff
a sup f. Tyto koncové body patii do néj pravé tehdy, nabyva-li f na I
T
minima resp. maxima.

Diikaz. Pro omezeny uzavieny interval I to plyne okamzité z vét 5.6. a
5.7. V obecném piipadé je predné f(I) C (irIlf fysup f). Jsou-li z,,yn € T
I

takové, ze f(z,) — irIlff, f(yn) — sup f pro n — oo, pak podle véty
I

5.7. musi f(I) obsahovat cely interval (f(zy), f(yn)), a tedy i otevieny
interval (irIlf fysup f). Zbytek je ziejmy.
I

Definice 5.3. Rekneme, Ze redln4 nebo komplexni funkce f je stej-
nomérné spojita na intervalu I, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0
tak, 7e pro kazdé dva body z',z" € I takové, 7e |z’ — z'| < § je

[f(2") = f(z")] <e.



