KAPITOLA 7

OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Vyznam diferencialnich rovnic je jisté kazdému fyzikovi zfejmy. Staci
pripomenout naptiklad Newtoniv pohybovy zdikon: sila, piisobici na té-
leso je imérn4 zrychleni. Necht se hmotny bod pohybuje po pfimce. Jsou-
i m, w(t), s(t) a f(t) postupné jeho hmotnost, zrychleni, vzdélenost od
daného pevného bodu této piimky a sila na n&j ptisobici (ve sméru této
piimky) v okamziku ¢, pak podle Newtonova zdkona je mw(t) = f(t), coz
diky vztahu w(t) = s (t) dava diferencilni rovnici ms”(t) = f(t) pro
funkci s(t). Diferencidlni proto, Ze se v ni vyskytuje derivace nezndmé
funkce. (Slovo obyéejné v nadpisu kapitoly vyjadiuje to, Ze ptjde o rov-
nice pro funkci jedné proménné, na rozdil od tzv. parcidlnich diferencial-
nich rovnic pro funkci vice proménnych.) Jinym piikladem je napiiklad
rovnice pro pohyb télesa, zavéSeného na pruziné: ms’ (t) = —ks(t) +mg,
kde m je hmota télesa, s(t) jeho vychylka od rovnovézné polohy v oka-
mziku t a g je gravita¢ni zrychleni, nebot na téleso ptisobi jednak sila
zemské pritazlivosti mg, jednak odpor pruziny, ktery je tmérny vychylce
od rovnovazné polohy. Celkova sila je proto —ks(t) + mg, kde k je koe-
ficient imérnosti, dany vlastnostmi pruziny. Uvedené piiklady jsou (jak
uvidime déle) velmi jednoduché.

Zavedeni pojmu derivace umoznilo matematicky zachytit pohyb. V
jisté dobé bylo nadSeni timto poznatkem tak veliké, Ze se na diferenci-
alni rovnice pohlizelo jako na univerzalni prostredek zkouméani — staci
napsat pro kazdy déj diferencidlni rovnici (nebo rovnice), tyto vyfesit a
,poznani svéta” je hotovo. Bohuzel neni obecné jednoduché ani napsat
diferencialni rovnici, ani tuto rovnici vytesit. V soucasné dobé druhou
ulohu usnadnuji pocitace, ale ani ty nemaji neomezené moznosti. A navic
je 1 pfi pouziti poc¢itaci dobré védét néco z teorie diferencidlnich rovnic.

V této kapitole vylozime nékteré elementarni metody feseni rovnic
specidlniho typu (pfevazné prvniho fadu) a teorii linedrnich obycejnych
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2 7. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

diferencidlnich rovnic. Hlubsi poznatky najde ¢tenar v doporucené lite-
ratufe.

7.1. O funkcich vice proménnych

V této kapitole budeme potiebovat nékolik pojmi z teorie funkci vice
proménnych, kterd bude podrobné vylozena v nasledujicich dvou kapi-
tolach. Pro pohodli ¢tendfe je zde nyni pfipomeneme.

R, zna¢ime mnozinu usporadanych r-tic realnych ¢isel z =
= (21,22,---,%), z; € Ry = R i = 1,2,...,r. Redlnou (komplexni)
funkci r redlnych proménngch na mnoziné 2 C R, rozumime zobra-
zeni f mnoziny Q do R(C) (C je mnozina komplexnich ¢isel). f(z) =

f(zy,zo,...,x,) zna¢ime hodnotu funkce f v bodé =z = (x1, xa,...,2,).
Parcidlni derivaci podle i-té proménné v bodé z° funkce f rozumime

e — £(20 .0 0 0 0 X4 _ 0
derivaci funkce v;(t) = f(x7,2%,...,27_|,t, 23, ,...,2;) v bodé t = z7.

Pro € > 0 e-okolim bodu z° € R, rozumime mnozinu

r

U.(a") © fasz € By, (3 (s —a)*)'/” < e}

i=1

Funkci f n proménnych nazveme spojitou v bodé z°, jestlize ke kazdému
e > 0 existuje takové d(e) > 0, 7e |f(x) — f(zo)| < € pro v8echna z €
Us(e)(za). Rekneme, ze mnozina Q C R, je oteviend, jestlize s kazdym
svym bodem obsahuje i néjaké jeho okoli.

Rovnice ve tvaru totalniho diferencidlu zarazujeme az do kapitoly 9,
protoze k jejich vykladu je potfebna znalost mnoha véci z teorie funkci
vice proménnych.

7.2. Zakladni definice.
Véty o existenci a jednoznacnosti pocatecni tlohy

Definice 7.1. Necht ®(¢, 2q,21,...,2n) je redlna funkce (n + 2) re-
alnych proménnych, kterd vzhledem k proménné z, neni konstantni',
definovand na mnoziné Q2 C R,,;». Potom symbol

(7.1) oty y", . ..,.y™) =0

INapiiklad 8®/dz, # 0. Tento pozadavek je tu proto, aby to nebyla rovnice f4du
niz§tho nez n.
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nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici n-tého fddu pro neznamou re-
alnou funkei y(t) jedné redlné proménné t. Resenim v Q rovnice (7.1) na
intervalu I C R nazyvame takovou funkci y(t), kterd ma na I vSechny de-
rivace do fadu n véetné, pro kazdé t € I je (t,y(t),y'(t), ...,y (1)) € Q
a plati

(7.2) ®(t,yt),y' @),....,y™@) =0, tel.

Poznamka 7.1. Patii-li k intervalu I jeho koncovy bod, uvazujeme v
tomto bodé prislusné jednostranné derivace.

Poznamka 7.2. Pod pojmem feSeni vlastné chdpeme dvojici: interval
I a funkci y(t) na ném definovanou. Proto povaZujeme za riizné feSeni
funkci y(t) na I a funkci §(¢) na I, je-li I € I, y(t) = §(t) na I, ale I # I.

Abychom zachytili to, co maji feSeni z této poznamky spolecné, zava-
dime nésledujici definici:

Definice 7.2. Je-li y(t) feSenim (7.1) v Q na intervalu I a g(t) feSe-
nim (7.1) v Q na intervalu I, kde I C I, I # I, pficemz y(t) = §(t) na I,
pak ¥ikdme, Ze § je prodlouenim y na interval I a y je ziéZenim § na inter-
val I. Takové feSeni, které v Q nelze prodlouzit nazyvame mazimdinim
v Q.

Piiklad. Funkce ef, t € (—1,1) je feSenim rovnice y' = y a je to
maximélni ¥eSeni v pdsu (—1,1) x R, ale neni maximilni v Q@ = Ry,
nebot funkce ef, t € R je jeho prodlouzenim. Posledni funkce je feeni,
které je uz maximalni v R, .

Pozndmka 7.3. Je-li y(t) FeSenim na I rovnice (7.1), pak to automa-
ticky znamenad, 7e pro kazdé t € I je (n+2)-tice (¢,y(t),y'(t), ...,y (t))
v defini¢nim oboru funkce ®.

V dalsim se budeme prevazné zabyvat specidlnim piipadem rovnic
(7.1) — tzv. rovnicemi FeSenymi vzhledem k nejuyssi derivaci, coZ jsou
rovnice tvaru

(7.1) g = fltyys .y,
kde f je redlnd funkce (n + 1) proménnych, definovana na mnoziné € C
Ryv1. Odpovida to funkci ® = z,, — f(¢, 20,21, ---,2n-1), definované na

Q=0xR
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Jak jiz bylo feceno v tivodu nelze obecné ani pro jednoduché rov-
nice vypocitat vSechna jejich feseni. Je mozné ale za pomérné slabych
predpokladt o funkci f v (7.17) dokédzat existenci a jednoznacnost feSeni
spliujiciho tzv. pocatecni podminky. Zformulujme zde nyni tyto véty,
jejichz dikaz ¢tenar muaze najit v literatufe, uvedené na konci skript.

Véta 7.1. Necht funkce f je spojitd na oteviené mnoziné Q) C Ryy1,
jedno teseni rovnice (7.1') v Q2, prochézejici timto bodem, tj. existuje

0 > 0 a funkce y(t) definovana na intervalu (to —d,to+9), kterd na tomto
intervalu resi (7.1°) v Q a spliiuje podminky

(7.3) y O (to) =yx, k=0,1,...,n—1.

Kazdé reSeni rovnice (7.1°) Ize prodlouZit do maximélniho v § (obecné
ne jedinym zpiisobem).

Situace v pfipadé n = 1 je nakreslena na obrazku 7.1.

Q

y /—/
0

OBR. 7.1

Poznamka 7.4. Prvni tvrzeni véty 7.1. se nazyva lokdlni existencni ve-
tou. Z druhého pak dostédvame, ze kazdym bodem (to, yo,y1,---,Yn—1) €
Q) prochézi aspon jedno maximélni (v Q) feSeni rovnice (7.1°). Pozname-
nejme, ze defini¢ni interval tohoto maximéalniho feSeni muize byt obecné
velmi maly — viz piiklad 7.3. déle.

2Pozorny &tenar si jist® v&iml, Ze bychom méli fikat v © x R. Ale posledni mnoZina
nedavéa pro n-tou derivaci feSeni Zddna omezeni, a proto piSeme pouze 2. Pokud by
chtél, snadno si modifikuje p¥islugné definice pro rovnici (7.1) na p¥ipad rovnice (7.1°).
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Poznamka 7.5. 7 véty o spojitosti sloZzené funkce plyne, Ze FeSeni,
jehoZ existenci tvrdi véta 7.1. ma na intervalu (tg — d,to + J) spojité
derivace do fadu n vcetné.

Poznamka 7.6. Jak ukazuje priklad 7.1. dile, spojitost funkce f jesté
nezaru¢uje jednoznacnost feSeni rovnice (7.1°), spliujiciho podminku
(7.3). Aby jeho jednoznacnost byla zarucena, musi f spliiovat dalsi pod-
minky. Jednu z nich uvadi nésledujici véta.

Véta 7.2. Necht jsou splnény predpoklady véty 7.1. a funkce f spl-
nuje navic v Q tzv. lokdlni Lipschitzovu podminku podle poslednich n
proménnych: ke kazdému bodu (1,&,&1,...,&n—1) € Q existuje okoli U
tohoto bodu a ¢islo K tak, Ze pro kazdé dva body (t,y0,Y1,---,Yn—1),
(t’govgla s agn—l) z Up]atf|f(tay05y1a s ayn—l)_f(tvgoﬂglﬂ s vgn—1)|
< K" yi — G| Potom feseni rovnice (7.1°) spliijici (7.3) je jediné
v ndsledujicim smyslu: dvé reSeni spliiujici (3) jsou si rovna na priniku
svych defini¢nich intervalii. Specidlné dvé maximalni feSeni spliiujici pro
néjaké to stejné podminky (3) jsou si rovna identicky.

Poznamka 7.7. Podminka z véty 7.2. neni nutnd, existuji slabsi po-
staCujici podminky jednoznacnosti. Viz cvifeni 7.3.c) déle a napiiklad
[Pe], [Ku].

Pozndmka 7.8. Za predpokladt véty 7.2. tedy FeSeni rovnice (7.1%)
zavisi na n parametrech — naptiklad na na hodnotach svych derivaci do
fadu (n — 1) véetn&® v néjakém bodé ty a kazdé maximalni feSeni je jimi
jednozna¢né urceno.

7.3. Specidlni typy rovnice y' = f(t,y)

ReSenimi rovnice
(7.4) y' = f(t)

na intervalu I jsou pravé vSechny primitivni funkce k f na I. Je-li f
spojitd na intervalu I, pak podle vét 6.1. a 6.18. v [KI] existuje na I

37Znacime f(©) = f a mluvime o nulté derivaci.



