KAPITOLA 12

POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

Posloupnost nebo fada funkci je v jistém smyslu (nekone¢ny) soubor
¢iselnych posloupnosti nebo ¢iselnych fad, a proto se daji vyuzit vSechny
poznatky, které jiz zname o ¢iselnych posloupnostech resp. ¢iselnych ra-
dach. Na druhé strané soubory pfislugnych limit téchto ¢iselnych po-
sloupnosti resp. souctu ¢iselnych rad vytvareji tzv. limitni funkci resp.
funkci, rovnou souctu fady. A vznikd pFirozend otdzka, zda se vlastnosti
¢lenti posloupnosti resp. rady, jako jsou existence limity, spojitost, de-
rivovatelnost, integrovatelnost apod. zachovaji i pro tuto limitni funkci
resp. soucet rady. Pii vyjashovani této otazky hraje podstatnou tlohu
pojem  stejnomérné konvergence.

Pro urcitost budeme funkci rozumét redlnou nebo komplexni funkci
jedné nebo vice redlnych proménnych. Ctenaf, ktery ma tendenci k zo-
becnovani, si snadno uvédomi, které véci lze prenést na obecnéjsi objekty,
uvedme naptiklad vektorové funkce, tj. zobrazeni z R, do Rs, coZ jsou
fakticky s-tice redlnych funkei.

12.1. Bodova a stejnomérna konvergence

Definice 12.1. Rekneme, Ze posloupnost funkci f, konverguje bo-
dové na M k funkci f, jestlize pro kazdé x € M <¢iselnd posloupnost
fn(z) konverguje k ¢islu f(z). PiSeme pak

an—}f-

(o)
Rekneme, ze fada funkci > v, konverguje bodové na M a ma tam soucet
n=1
n

S, jestlize pro kazdé = € M posloupnost S, (z)=>" v;(z) jejich ¢astec-
i=1
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nych soucti konverguje k S(x). Piseme
oC
Z Un 1\_4> S.
n=1

oC
Piiklad 12.1. Rada ) 2" bodové konverguje na M = (—1,1) (je
n=1
to geometrickd fada s kvocientem z a prvnim ¢lenem z) a ma tam soudet
S(z) = /(1 — ). Pro |z| > 1 nekonverguje, nebot neni splnéna nutna
podminka konvergence.

Ptiklad 12.2. Posloupnost funkci f,,(z) = arctg(nz) bodové konver-
guje na R k funkci

7/2 x>0,
flz) =40 z =0,
—7/2 x<0.

Ptesto, ze f, jsou na R spojité, limitni funkce neni spojitd v bodé 0.
Zavedeme nyni slibeny pojem stejnomérné konvergence:

Definice 12.2. Rekneme, ze posloupnost funkei f, konverguje k
funkci f stejnomeérné na M a piSeme

fn= 1S
M

jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng = ng(e) € N, Ze pro n > ng(e) je

|fn(x) — f(z)| < e prox € M.

Rekneme, 7e fada Z vn konverguje stejnomérné na M k S, jestlize k

S stejnomérné na M konverguje posloupnost jejich ¢astecnych souctu.

Piseme pak
oC
=

n=1
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Poznamka 12.1. Nékdy budeme vynechévat to, k ¢emu posloupnost
konverguje resp. jaky soucet ma rada a rikat tedy posloupnost resp. fada
bodové (stejnomérné) konverguje na M a psét

o0

)
fnﬂa fn]\:;azvn]\_}azvnﬂzj-
n=1 n=1

Rozmysleme si, ¢im se 1isi bodova konvergence od stejnomérné kon-
vergence.

1) Pfedné ze stejnomérné konvergence plyne bodové konvergence (pie-
svédéete se podrobné).

2) Abychom pochopili, v ¢em je stejnomérnd konvergence néco vic nez
bodova, zapiSme bodovou konvergenci pomoci € a nyg:

ke Vz € M a ke Ve > 0 Ing = no(z,¢), Zze pro n > no(z,e) je

|[fn(z) = f(2)] <e.

To znamena, ze pii bodové konvergenci mtze prislusné ng zaviset i na
x — pro ruzna x mohou byt potiebnd ng pro totéz e razné velka, zatimco
pii stejnomérné konvergenci musime pro kazdé e umét najit ng, které se
hodi pro vSechna = € M.

Priklad 12.3. UvaZme posloupnost funkei
f(:n)—i r€M={x; x>0}
n - nw) - 3 *

Tato posloupnost ziejmé bodové na M konverguje k funkci f identicky
rovné nule. Pro dané = € M nejmensi piipustné ng(z,e) je [1/ze], kde
[a] je celad ¢ast Cisla a. Je ale

sup [1/ze] = +o0,
zeM

a tedy neexistuje zadné prirozené ng, které by se pro dané € hodilo pro
vSechna ¢ € M. Proto konvergence f,, neni na M stejnomérna.

Geometricky vyznam stejnomérné konvergence si na obrazku mizeme
znézornit takto: nakreslime-li si okolo grafu limitni funkce f (na obrazku
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OBR. 12.1

tucné) péas sitky e > 0, pak existuje takové ng € N, Ze grafy vSech funkci
fn s n > mng lezi v tomto pasu.

.....

Priklad 12.4. Je-li f,(z) = 2™, z € M = (0,1), pak f,, bodové na
M konverguje k identicky nulové funkci. Jak je vidét z obrazku 12.2, pro
€ < 1 z e-ového pésu ,vyleze” dokonce kazda funkce.

OBR. 12.2

Cviceni 12.1. Necht f, = f. Jsou-li v8echny f,, na M omezené, je
M

také f na M omezend. Dokazte.
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12.2. Jak zjisfovat stejnomérnou konvergenci

A) Pro posloupnosti.

Véta 12.1. Necht f, - fa

o0 Esup | fu(z) — f(2)].
M

Potom
fm=feo,—0.
M

Dikaz. Jestlize f, = f, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N, Ze
M

|fn(x) — f(z)] < €/2 pro n > ng a kazdé © € M. Potom ale o, def

supys | fn(z) — f(z)] < €/2 < e pro n > ng, tj. o, = 0. Necht naopak
on — 0. Pak ke kazdému e > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdé n > ng je

£ >on =sup|fu(z) = f(2)] > |fu(z) — f(2)]
M

pro kazdé x € M, cbd.

Jaky prakticky postup nam z této véty plyne:

1) Najdeme bodovou limitu f posloupnosti f,.

2) Uréime op,.

3) Uréime lim o,,.

n—oo

Je-li urceni o, obtizné, podaii se nékdy najit ¢, > o,, spliujici
lim &, — 0 (pak mame stejnomérnou konvergenci), nebo naopak takové
n—oo

6n < On, Z€ 6, nemé limitu nula (pak konvergence neni stejnomérnd).

Priklad 12.5. Uvazme posloupnost

nx

Bodové limita je ziejmé 0 na M = (0, +o0) (ovéfte podrobné). Uréeme
On. frn je na M spojita, rovna 0 v nule a ma limitu 0 pro z — +o00. Déle
je

_ n(l+n%2?) —nazn?2z  n(l —n’a2?)

fal(z) = (1+n222)? (1 + n222)2’




