KAPITOLA 14

KRIVKOVY INTEGRAL

Na dva uzivané typy kiivkového integralu vedou néasledujici dvé vzo-
rové tlohy:

Uloha 1. Mame spo¢itat hmotu dratu, zndme-li jeho tvar a linearni
hustotu rozlozeni hmoty. Tady potfebujeme znat jen tvar dratu.

Uloha 2. Mame spoditat préaci proti silovému poli, pohybujeme-li v
ném hmotnym bodem po néjaké draze. Tady ndm nestaci tvar drahy, ale
musime také znat zpisob, jak se po této draze pohybujeme.

Nejdiive si budeme muset ujasnit, jak je mozné tvar dratu resp. tvar
drahy zadat. Budou to néjaké kfivky. S definici kiivky jsme se jiz setkali
v [KI], kapitola 6, oddil 6.14. a v [KII], kapitola 8, oddil 8.8. Nasledujici
definice kfivky, vhodna pro definici integrélu, je trochu specidlnéjsi, nez
vy$e zminéné definice.

14.1. Kfivky v R,

Definice 14.1. Kfivkou t¥idy C' v R, nazveme zobrazeni ¢ né&ja-
kého intervalu v R; do R,., které je na tomto intervalu spojité derivo-
vatelné (v koncovych bodech defini¢niho intervalu, které do néj pat¥i
jde o jednostranné derivace) a mé na ném nenulovou derivaci ¢'(t) =
(D1 (1), @' (),...,@L(t). Kiivkou po édstech tridy C' nazveme spojité
zobrazeni ¢ néjakého intervalu I C R; takové, Ze interval I lze rozlozit
na sjednoceni kone¢ného poctu intervali I;, i = 1,2,...,n, kazdé dva z
nichz maji spolecné nejvyse prislusné koncové body a to tak, ze zazeni
|10 zobrazeni ¢ na intervaly I? jsou kiivky t¥{dy C'. Budeme-li chtit ex-
plicitné u zobrazeni zachytit jeho defini¢ni interval I, budeme psat (o, I)

misto . Mnozinu (¢) = (¢, I) def p(I) nazyvame geometrickym obrazem
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vektorem k této kiivce v bodé ¢(t), vektor 7(t) = ¢'(¢)/||¢'(t)|| jednot-
kovgm tecnym vektorem. (Bereme v R, normu generovanou skaldrnim
soudinem.)

Pozndmka 14.1. Nékteri autori nazyvaji kfivkou to, co jsme nazvali
geometrickym obrazem kiivky a piislusné zobrazeni ¢ nazyvaji jejim
parametrickym zaddnim.

Poznamka 14.2. Teény vektor je podle definice limitou (vzhledem k
normé v R,) seénych vektord
t+h) — ot
Lt h) — ()
h—0 h
(viz obr. 14.1, na ném? je tucné prerusované a se Sipkou vyznacen vektor
(p(t+h) —p(t))/h). M4 tu vlastnost, Ze ze v8ech vektori, vychazejicich
z bodu ¢(t) se ke kiivce nejvice pfimyké ve smyslu

o(t+h) = p(t) + he'(t) + o(h) pro h — 0.

V bodech, v nichZ existuji pouze jednostranné derivace zobrazeni
¢ mame fakticky dva jednostranné tecné vektory (viz bod B na ob-
razku 14.2). V bodech, které dostaneme pii riznych hodnotéch t1, to
(p(t1) = ¢(t2)) (jsou to body, v nichz se kiivka protind) mame fakticky
také dva tecné vektory, kazdy je te¢ny k prislusnému kousku kiivky od-
povidajicimu ¢ blizkym k t; resp. t5. Viz bod A na obr. 14.2. Na tomto
obrazku i na dalgich obrazcich je Sipkami vyznacen zptsob probihani po
geometrickém obrazu kiivky pii zvétsovani parametru.

OBR. 14.1
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OBR. 14.2

Poznamka 14.3. Je vidét, Ze naSe definice kiivky zachycuje jednak
jeji tvar — geometricky obraz, ale také zptisob probihdni po ném: body
odpovidajici mensim ¢ se probihaji pred body s ¢ vétsim.

Definice 14.2. Kfivka ¢ se nazyva jednoduchou, je-li ¢ prosté a ¢!

je spojité na (). K¥ivka (¢, (a, b)) se nazyva uzavienou, je-li p(a) = p(b)

a jednoduchou uzavienou, je-li uzaviend a (¢)(q.5), (a,b)) je jednoducha.

Krivka na obrazku 14.2. neni jednoduchd, protoze zobrazeni ¢ ji za-
dévajici neni prosté (bod A se nabyvé pf¥i riznych hodnotéch ¢, t> pa-
rametru t). Na obrdazku 14.3. je také kiivka, kterd neni jednoduch4, ale
proto, 7e zobrazeni ¢! neni spojité v bodé A (Sipka v tomto bodé m4
vyjadrit to, Ze konec kiivky do tohoto bodu nedojde a bod A se nabyva
jen jednou). Na obrizku 14.3a. je nalevo uzaviend kiivka, kterd neni
jednoduchd, napravo je jednoduché uzaviend kiivka.

Pozndmka 14.4. Ukazme si na piikladech vyznam pozadavku ¢' # 0:

1) p(t) = A, t € R, kde A je dany bod z R,. Pak je ¢'(t) =0,t € R
a (p) = {4}, tj. jednobodova mnoZina.

2)z =@1(t) =23, y = a(t) =3, t € R Je ¢'(t) = (2t,3t?), coz je
nulovy vektor pro t = 0. Geometricky obraz této kfivky je na obrazku
14.4: t > 0 odpovidaji body (z,2%/?), z > 0, t < 0 body (z, —z3/?)
x > 0. Bod (0,0) je tzv. bod vratu.

3) ¢1(t) = cost®, pa(t) = sint?, t € (—4,5). Geometrickym obrazem
této kiivky je kousek kruznice 22+y? = 1 okolo bodu (1, 0). Je to , hezk4”
k¥ivka, prestoze je ¢} (0) = ¢4(0) = 0.
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OBR. 14.3
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4) p1(t) = cost?, pa(t) =sint?, t € (—4,68) dava dvakrat probéhnuty
obloucek jednotkové kruznice 22 + 2 = 1 — jednou zhora do bodu (1,0),
podruhé opacné od tohoto bodu nahoru. Opét je ] (0) = ¢4(0) = 0.

Nakonec budeme potiebovat jesté nasledujici dva pojmy:

Definice 14.3. Souctem dvou kiivek (p,I) a (v, J) za pfedpokladu
ze interval I obsahuje sviij pravy koncovy bod b; a interval J sviij levy
koncovy bod as a ¢(by) = t¥(a2) nazyvame kiivku (x, K), kde K je
interval s koncovymi body a; a by + (ba — a2), pficem? tyto krajni body
do K patii nebo nepatii podle toho, jestlize a; patii nebo nepatii do I
resp. by patii nebo nepatii do J a zobrazeni x je definovdno predpisem

t_{w(ﬂ; prot €I,
x() = Y(ag +t—by), prote K\I.

Soucet dvou kiivek oznacujeme ¢ @ 1).

Opacnou kiivkou ke kiivce (@, I) nazyvame kiivku (¢, ©I), kde in-
terval ©I mé koncové body —b a —a, jsou-li a < b koncové body I a
zobrazeni Sy je definovano predpisem

©p(t) = p(—t) pro t € oI.

Poznamka 14.5. Pti souctu se obé kfivky napoji pfes spoleény bod
p(b1) = ¢¥(az). Opacnd kiivka mé stejny geometricky obraz jako dand
k¥ivka, jen se jeji body probihaji v opa¢ném poradi ( v opacném smyslu).

14.2. Dva druhy kfivkového integralu

Pokud nebude feceno jinak, bude kiivka znamenat kiivku po ¢astech
tifdy C*.

Definice 14.4. Necht (¢, I) je kiivka.
L. Je-li f: {p,I) = R (C), pak definujeme integrdl 1. druhu pFedpisem

/fddef/f DIl @)l dt,

pokud integral napravo existuje jako vlastni Lebesguetiv integral.

2111.|| znagi normu v R,, generovanou skaldrnim soutinem (z,y) = >I_; z;y;.



