KAPITOLA 16

FOURIEROVY RADY

16.1. Uvod

Vedle rozklada funkci do mocninnych fad, tj. podle systému funkci
{z"™, n € Ny }, se ¢asto vyhodné pouzivaji rozklady podle jinych systémi,
napiiklad podle trigonometrického systému

1,cosnz,sinnx,n € N,

tj. funkci f budeme chtit rozvinout do fady tvaru

o0
%0 + ;(an cosnx + by sinnx),

(an, by, jsou Cisla), kterd se nazyva Fourierovou Tadou této funkce.
Ukazme si jedno pouziti téchto rad.

NS %

Priiklad 16.1. Pticné kmity struny délky = jsou popsany parcidlni
diferencidlni rovnici

0u » 0%u

t>0, ze(0,m),

kde u(t, ) je mala vychylka struny od rovnovazné polohy v bodé z a ¢ase
t a a je kladna konstanta, zavisejici na fyzikalnich vlastnostech struny
(viz napiiklad [TS]). K urceni kmiti struny je jesté t¥eba zadat poc¢atecni
polohu a pocatecni rychlost struny (tzv. poc¢ateéni podminky)

U(O,.’l?) = SOO(m)a T e (077T>;

(16.2) ui(0,7) = p1(z), = € (0,7),
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kde g a ¢1 jsou zadané funkce, a také podminky na koncich struny
(okrajové podminky), naptiklad

(16.3) w(t,0) =u(t,7) =0, t>0
(konce struny upevnéné), nebo
(16.3") ug(t,0) = uz(t,m) =0, t >0

(konce struny volné).

Budeme hledat feSeni rovnice (16.1) napiiklad s podminkami (16.2),
(16.3) tzv. Fourierovou metodou neboli metodou separace proménnich.
Nejdiive hleddme netrividlni (tj. rtizné od identické nuly) feseni (16.1),
(16.3), které mé tvar u(t,z) = T'(t) X (z). Po dosazeni do (16.1) a vydé-
leni vyrazem a®7T(t) X (x) dostaneme

iTH(t) _ XII(:L,)
a2 T(t)  X(z)

,t>0, z€(0,7)

coz znamend, 7e oba zlomky musi byt rovny konstantni funkci — ozna¢me
ji =A. Pro kazdé X € R dostavame tedy reseni

acosVAz + fsinvAz  pro A > 0,
Xz(z) =% az+p pro A =0,
aeVINZ 4 ﬂe_\/mm pro A < 0,

kde a, 8 jsou libovolnd ¢isla. Pro A < 0 funkce X splituje (16.3) jen pro
a = (3 =0, nebot vyndsobime-li X rovnost X} +AX, = 0 (uréujici X )
a integrujeme vzniklou rovnost ptes interval (0, 7), dostaneme integraci
per partes s uvazenim (16.3)

/OW((Xj\)Q —AX})dz = 0.

Protoze je A < 0, musi byt oba s¢itance v integrandu identicky rovné
nule. Je proto X, rovné konstanté a ta v disledku (16.3) je rovna 0. Pro
A > 0 z podminky (16.3) plyne a = 0 a sinV/Ar = 0, coz dava X = n?
sn € N. Dostavame tedy posloupnost sin nz, ji odpovidajici posloupnost
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a, cos ant+ 3, sin ant, a tedy posloupnost (a,, cos ant+ (3, sin ant) sinnz
feSeni rovnice (16.1) uvedeného tvaru, kterd spliiuji podminku (16.3).

Nyni se mtuzeme pokusit najit feSeni tlohy (16.1),(16.2), (16.3) ve
tvaru

(16.4) u(t,z) = Z(an cosant + (3, sin ant) sinnz,

n=1

kde ay,, B, jsou disla. Jestlize takova fada konverguje a lze ji dvakrat
derivovat po Clenech, potom jeji soucet je také YeSenim rovnice (16.1),
které spliiuje okrajové podminky (16.3). Zbyva uréit ¢isla a, a G, tak,
aby byly splnény i pocdteéni podminky (16.2), tj. aby platilo

Z an sinnx = po(z), Z anf3, sinnx = o1 ().

n=1 n=1

To ovSem vede na problém, zda funkce po a 1 lze rozlozit do fady

[oe] [oe]

> apsinnz resp. Y. anf, sinnz a na vyjasnéni , kvality konvergence”
n=1 n=1

téchto fad, abychom opravdu mohli fadu (16.4) derivovat po ¢lenech.

Protoze Gvahy, které pii vyjasiiovani téchto otazek vznikaji, 1ze snad-
no zobecnit na obecnéjsi (a potfebné) systémy funkei, nez je uvedeny
trigonometricky systém, vylozime ve druhé ¢asti této kapitoly elegantni
teorii Fourierovych fad podle tzv. ortogonalnich systémi v Hilbertové
prostoru, kterd tento trigonometricky systém zahrnuje jako specidlni pti-
pad.

V prvni ¢asti, kterd obsahuje klasické Fourierovy rady podle trigono-
metrického systému 1, cosnz, sinnz, n € N, bude vyklad ve srovnani se
skripty [K4] méné obecny, zato snad jednodussi.

16.2. Fourierovy rady podle trigonometrického systému

Nasim cilem bude vyjasnéni podminek na funkci f, definovanou na
intervalu (—m,w), které zarudi, Ze ji lze rozvinout do fady tvaru

o0
(16.5) %0 + Z(an cosnz + by sinnz),

n=1
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kde a,, b, jsou obecné komplexni ¢isla a také vyjasnéni charakteru kon-
vergence takové fady: zda konverguje stejnomérné, zda ji lze derivovat
resp. integrovat po ¢lenech, apod.

Oznacime-li

P
so(z) = =, splx) = 02_0 + Z(an cosnz + by sinnz), p € N,
n=1
Castefny soucet fady (16.5), pak v disledku zndmych vzorci (a € R)
€' =cosa +isina,
cosa =(e'™ 4+ ™) /2 = Ree'®,
sina =(e'® — e 1) /2i = Im e'®

tento ¢astecny soucet mizeme zapsat ve tvaru

p
Z cneinma pE NO:

n=-—p

s
(16.6) co =ao/2, cn = (an —ibn)/2, c_p = (an +iby)/2, n € N,
neboli ekvivalentné

ap = 2¢g, Up =Cp + C—p, by =i(cn —c—p), n €N
(ovéite podrobné). Radu (16.5) proto miizeme formalné zapsat ve tvaru
rady

400 )

(16.5%) Z cpe'™

s takto urcenymi c,,. Povazujeme-li za jeji soucet limitu pro p — 400
vyrazi

P
Sp(a) = Y ene™, pENy,

n=—p
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pro které plati
(16.7) sp(x) = 3p(x), p € Ny,

je jedno, ktery tvar, zda (16.5) ¢i (16.57), resp. ktery ze systémi

(16.8) 1, cosnz, sinnz, n € N,
é
(16.8) e n e,

pouzivame. V teoretickych tvahéch je prehlednéjsi prace s (16.5°) (viz
napiiklad ditkaz véty 16.2. ddle), v konkrétnich piikladech budeme uzivat
i(16.5). Zapis (16.5°) je také vyhodnéjsi z hlediska pfechodu k Fourierové
transformaci (viz kapitola 19).

Zakladni vlastnosti systémia (16.8) a (16.8°) je jejich ortogonalita
v prostoru Lo(—m,7):

(1,cosnz) = (1,sinnz) =0, n € N

(16.9) (cosnz,cosmz) = (sinnz,sinmz) =0, n#m, n,m € N,

(cosnz,sinmz) = 0,n,m € N,

(16.9") (e e™) =0, n,m € Z, n #m,

kde (f, g) zna¢ime skaldrni souin v komplexnim prostoru Lo(—m, 7), tj.
f(z)g(z) da.
Dale plati
(1,1) = 2r,
(16.10) ) .
(cosnz,cosnz) = (sinnz,sinnz) = w, n € N,

(16.10”) (e €Y =21, n € 7.



