KAPITOLA 18

FOURIEROVA TRANSFORMACE

Fourierova transformace, jakoZ i jiné integralni transformace (Lapla-
ceova, Hankelova, Mellinova aj.) maji velké pouziti jak v matematice,
tak ve fyzice. V matematice zejména pii feSeni diferencidlnich rovnic
(oby¢ejnych a zvlasté parcidlnich). Ve fyzice napiiklad v kvantové me-
chanice: méa-li funkce f vyznam vlnové funkce castice, pak jeji Fourie-
rova transformace f se nazyva vlnovou funkci v impulsové reprezentaci,
|7(2)]? a |f(z)|> maji viznam hustoty pravdépodobnostniho rozlozent
soutadnice ¢astice resp. jejiho impulsu.

Metody teorie funkci komplexni proménné se velmi dobfe daji pouzit
k vypoctu téchto transformaci i transformaci k nim inverznich.

Protoze Fourierova transformace i reilné funkce bude obecné kom-
plexni funkci, budeme v této kapitole jako pravidlo uvazovat komplexni
funkce. Pruh nad komplexnim ¢islem bude znacit ¢islo k nému kom-
plexné sdruzené, pruh nad funkci f, tj. f, znaéi funkci, jejiz hodnoty
jsou komplexné sdruzemé k hodnotam f, tj. f(z) = f(z).

Budeme také pouzivat oznaceni

Q/f(:c)d:c pro Q/fdmr, QCR,.

18.1. Definice a priklady

Definice 18.1. Pro komplexni funkci f € L;(R,) definujeme jeji
Fourierovu transformaci Ff predpisem

FHE Y fo e / 27w f(2) da, € € R,
R,
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a opacnou Fourierovu transformaci F_; f predpisem

def def

(Foa 1O fe) & / ) f(2) da, € € Ry,

Ry

,
kde proz € R, y € R, je (z,y) def > xjy; skaldrni soudin v R,.
i=1

Pouzivaji se i jiné varianty Fourierovy transformace, které je mozné
jednotné charakterizovat t¥emi ¢iselnymi parametry A, B,k € R\ {0}
takto:

Definice 18.1a. Pro komplexni funkci f € L;(R,) definujeme jeji
Fourierovu transformaci F(4BF) f predpisem

(FAPB Q) L ar [ e fa) ds, € B,
R,
a opacnou Fourierovu transformaci ]-'(fi’B’k) f predpisem
(FP o € B / e*9) f(x) du, € € Ry,
R,
kde ¢isla A, B,k € R\ {0} jsou vdzéna vztahem

(18.1) AB = |k|/2n.

Vztah (18.1) pak zaruuje platnost nésledujici fundamentdlni véty,
nazyvané véta o inverzi: za jistych pfedpokladt o funkci f je (viz déle)

f&’?’B’k)f(A,B,k)f — f(A,B,k)f(:‘i’B’k)f — f

Kromé pripadu z definice 18.1, v némz je A = B = 1, k = 27 se
nejéastéji uzivaji ptipady A =1, B=1/(2xn), k= 1:

Ff=[e @O f(z)ydn, F_if = 2m)7" [ €9 f(2)du,
/ /

R
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aA=B=2n) "% k=1

Ff= (277)7’"/2/67"(9”’5)]‘(;10) de, F_1f = (27‘(‘)77’/2 /ei(m’g)f(w) dx,

” R,
a pripady, které z téchto dostaneme zaménou k na —k, coz vede k zaméné
ulohy primé a opac¢né transformace.
Pokud explicitné neuvedeme parametry zvolené Fourierovy transfor-
mace, budeme vzdy mit na mysli oznaceni z definice 18.1.

Piiklad 18.1. Necht f je charakteristickd funkce omezeného inter-
valu s koncovymi body a,b, —oc < a < b < 400, tj.
1 vpro z € (a,b),
@)= {

0 pro z vné {(a,b).

Pak je
b
R . b—a pro & =0,
f(f) = /67127‘%5 dx = pmiZmag _ —i2nbe
] ——zs¢g P10 §#£0,
coz specialné proa = -1, b=1,1 > 0 dava
N 21 pro £ =0,
f(é-) - { sinﬂ?grl& pro € ;é 0.

Ukaiite za cvideni, 7e toto f neni z L (R) (pouzijte odhad |sinz| > 1/2
prozx € ((j +1/6)w, (j + 5/6)x), j € Z).

Priklad 18.2. Je pro A > 0
F(efA(:L‘,:t))(g) — /67i27r(1‘,§)67A(1‘,1‘) dr = (W//\)T/Qefﬁ(g,g)//\’ f € Rra

R,

specidlné
Flem@a)(g) = (e

— viz ptiklad 17.13. a zfejma rovnost
T
/efm(z.,g)efm,m) ar =T /efizmj.,gj)e—m? da;.
R, =R

Stoji za to si uvédomit, jak vypadaji Fourierovy transformace funkce
sudé, liché resp. radidlni (tj. zavisejici jen na vzdélenosti od pocéatku).
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Lemma 18.1. Je-li f € L1(R,) sudd (lichd) v proménné z;, pak je
jeji Fourierova transformace sudd (lichd) v promeénné &;. Specidlné pro
r=1je

2A +foocos(kgz:f)f(a:) dx pro f sudou,
0

(FABRf) () = .
—2iA [ sin(kzf)f(z)dz pro f lichou.
0

Diikaz. Uvazme nejdiive ptipad » = 1. Pro f sudou mame

+o0 +oo
fey=4 / e hTs f(x)dx = A / (cos(kz€) — isin(kzf)) f(z) dz =

+oo +oo
— A / cos(ka€) f(z) dz = 24 / cos(kzé) f(x) da.

(Integrél ze sin(kz€) f(z) je roven nule diky lichosti integrandu.) V pii-
padé r > 1 musime jesté uzit Fubiniovu vétu. Pro jednoduchost zapisu
si to ukazme pro r = 2 s proménnymi z,y resp. £, 7 a f sudé v proménné

T

fen) = A/e_ik(z£+y”)f(m,y) drdy =
Ro
+o0o

“+o0
=A / 6’“”’”(/ ek f (@, y) da) dy =

+o00 “+o00
— A / e=ikun( / (cos(ikz€) — i sin(kz€)) f(x, y) d) dy =

—0
+o00

+oo
:2A/e*“°y’7(/ cos(kx&) f(x,y) dz) dy.

0

Pro f lichou je dikaz analogicky.
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Cviceni 18.1. Dokazte prvni ¢ast lemmatu 18.1. pomoci véty o sub-
stituci: prejdéte k proménnym yi = zx, k # j, y; = —x;.

V nasledujicim lemmatu i dale budeme pro jednoduchost znacit pro
zeR, o] € (z,2)1/2,

Lemma 18.1a. Je-li f € Ly(R,) radidlni, je takovd i jeji Fourie-
rova transformace. Je-li f(z) = g(|z|), pak se f dd vyjadrit pomoci
jednorozmérného integralu. Toto vyjadreni ma pro r = 3 a Fourierovu
transformaci z definice 18.1. tvar

+oo

/g(p)psin(%p\ﬁl)dp, €] # 0.

0

2 2
1=

(Pro r # 3 obsahuje integrand prislusného integralu tzv. Besselovy
funkce.)

Diikaz. K danému & # 0 existuje ortogonélni matice C, pro kterou je

c¢= fd:ef (0,0,...,0,¢)T (zkonstruujte si ji za cviceni). Potom je

[ s@ = [ e ar =

R, R,
= [t g d = [ @D g(ja]) da.
R, R,

Substituci y = Cz (je |Cx| = |z| = |y|, |det C| = 1) pak dostavame, Ze
je to rovno

[ 9gqulydy = [ g(u]) dy.

R, R

Druhé tvrzeni dokazeme pouze pro r = 3. V posledné napsaném integralu
(s k = 2m) prejdeme ke sférickym soufadnicim y; = pcosv cosp, ya =
pcosidsing, y3 = psind, p € (0,+00), 9 € (—7w/2,7/2), ¢ € (0,2m)



