KAPITOLA 8

RIEMANNUV (URCITY) INTEGRAL

8.1. Riemanniv (uréity) integral
Predpokladame, 7ze ¢tendf zné teorii Riemannova integralu v rozsahu

napiiklad kapitoly 6, oddily 6.6. — 6.15. v [KI]. Pro jeho pohodli pfipo-
meneme zakladni definice a véty.

Definice 8.1. Jestlize supremum dolnich souc¢tt (dolni integral) funkce
f na intervalu (a, b) je rovno infimu hornich sou¢tt (horni integrél), pak
jejich spole¢nou hodnotu nazyvame Riemannovym (urcitym) integrdlem
funkce f na intervalu (a,b) a oznacujeme jej f: f(x)dx.

Definice 8.2. Pro a,b € R, b < a klademe

/abf a:)da:d:ef /baf(a:)da:

(pokud integral napravo existuje) a pro a € R

/f 2) da def

Definice 8.3. Integrilem komplexni funkce f na intervalu (a,b) ro-

zumime
b
/f def/Ref( )dT+7/:[mf(,7,‘)d,7,‘,

pokud integraly napravo existuji.
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Véta 8.1. I. Plati

b b b
[ s +sgande=a [ jwde+s [ gle)ds,
pokud integraly napravo existuji a a, 3 jsou konstanty.
II. Je )
/ Cdzx=C(b— a),

kde C' je konstantni funkce rovna ¢islu C.

Véta 8.2. (postacujici podminky existence integralu) Je-li f spo-
jitd nebo je f monoténni a omezend na intervalu (a,b), pak integral
f: f(z) dz existuje.

Véta 8.3. Integral nezavisi na hodnotach funkce v konecné mnoha
bodech.

Véta 8.4. Plati

/ahf(.r)dm:'/acf(.r)dz-l—'/cbf(m)d%

pokud integral pres nejvétsi z intervali (a, b), (a, c), (c,b) existuje.

Véta 8.5. M4-li f integrdl, m4 jej i |f| a plati

/abf(a:) dz

pricemz uvedend nerovnost plati pouze pro a < b. Z integrovatelnosti | f|
obecné neplyne integrovatelnost f.

< /ablf(w) dr,

Véta 8.6. Maji-li f i g integral na intervalu {a,b) a f(x) < g(x) pro

x € {a,b), pak plati
b b
[ t@drs [ gw)an

Zde je podstatné, 7ze a < b.
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Véta 8.7. M4-li f integral na intervalu {a,b), pak jej md na kazdém
intervalu {(c,d) C {a,b).

Véta 8.8. Existuje-li integral f: f(x)dzx, pak pro kazdé ¢ mezi a a b
je funkce

@ [ o

spojitd na{a,b). Je-li f spojitd v bodé xqy € (a,b), pak je F.(x¢) = f(xq).
Je-li f spojitd na {a,b), pak je F,. primitivni k f na {a,b).

Zékladem pro vypocet Riemannova integralu je néasledujici véta:

Véta 8.9. (Newtonova — Leibnizova formule) Je-li f spojita na (a, b)
a F je k ni na {(a,b) primitivni, pak plati

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a) % [F()].

Tento vzorec plati i prob < a, je-li f spojitd a F k ni primitivni na (b, a).

Véta 8.10. (integrace per partes) Maji-li u a v spojité derivace na
a, b), pak je
(a,b), pak j

b b
/ o (x)v(x) dr = [u(z)v(z)]] — / w(z)v'(z) d.
Ja Ja
Plati to i pro b < a se stejnou modifikaci predpokladii jako v predchozi
véte.
Véta 8.11. (o substituci) Necht funkce ¢ ma spojitou derivaci na
(a,b) a zobrazuje tento interval na interval J. Necht funkce f je spojita
na J. Potom plati

w(a) b
[ t@ds = [ fem)e @ i

@(b)

Je-li ¢ navic ryze monoténni, pak body ¢(a), ¢(b) jsou koncové body
intervalu J, k ¢ existuje na J inverzni funkce ¢! a pro kazdé a, 3 € J
Je

B )
/ fla)de = / flo(®)¢ (t) dt.
o Jo=(a)



132 8. RIEMANNUV (URCITY) INTEGRAL

Poznamka 8.1. (analogickd poznamce 7.3. z kapitoly 7) Mame-li spo-

¢itat integrél f; f(z) dz, miZzeme novou integra¢ni proménnou zavadét
dvojim zptisobem: 1) 2 = ¢(t) (dz = ¢'(t) dt). V tomto pfipadé musime
predpokladat, ze ¢ je ryze monoténni, abychom mohli urcit meze pro
t: o (a), o1 (b). 2) y = (z). V tomto p¥ipadé nemusime mit 3 ryze
monoténni, ale musime umét vyjadiit f(z) ve tvaru h(y(z))y'(z) s né-
jakou funkci h. Meze pro y pak budou v (a), 1¥(b) a pouzijeme fakticky
prvni vzoreéek z véty 8.11. se zdménou z misto ¢, y misto = a ¢ misto
@7 . Je-li ¢ navic ryze monoténni s nenulovou derivaci, pak z y = 1(z)
vyjadiime z ve tvaru z = ¢~ '(y) a postupujeme jako v bodu 1).

Poznamka 8.2. Pii pocitani Riemannova integralu miizeme postupo-
vat dvojim zptsobem: 1) Uréime néjak (per partes, substituci, apod.

viz pfedchozi kapitola) primitivni funkci F' k funkci f na intervalu
(a,b) a uzijeme Newtoniiv — Leibniztiv vzorec. 2) Nebo budeme uZivat
véty 8.10. a 8.11. (tj. metodu per partes a substituéni metodu pro uréity
integral). Oba postupy maji své prednosti a nedostatky. P¥i prvnim po-
stupu musime nékdy zbyteéné vypisovat i ty ¢leny, které po dosazeni do
Newtonovy Leibnizovy formule daji nulu. Na druhé strané nemusime
pokazdé prepocitavat meze a také muzeme derivovanim provérit, zda
jsme primitivni funkci uréili spravné. Tim jsme uz vyjadfili prednosti a
nedostatky druhého postupu.

Priiklad A. Mame spoditat integral

™
/ 2% cosz dz.
0

1) Uzijeme prvni postup (per partes):

/.’ITQCOS.’I?d.’I?:.’EQSin.’I?* /Qmsinmdm:

=2?sinx — [22(— cosz) + /QCosmd.r] =
=z’sinz + 2z cosx — 2sinx
17Nesmime zapomenout, 7e funkce f musi byt spojita na (a, b): pouzijeme-li nap¥i-

Klad form4Ing substituci y = cos na integral [7/7, ;5nr
V2/2
~Jo

dz, dostaneme integral

ll—y dy, ktery existuje, zatimco ptivodni integral neexistuje.
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(uzili jsme dvakrat per partes: poprvé s u' = cosz, v = x?, podruhé s
u' =sinz, v = 2z). Je proto

/ 2% cosx dr = [z sinz]f + [22 cosz]§ — [2sinz]] = 0— 27 — 0 = —27.
0
2) druhy postup:
™ . ™
/ 2’ coszdr = [2° sinx]] — / 2zsinzdr =
0 0

= —{[22(— cosz)]§ + / 2cosxdr} = —2r — 2[sinz]] = —2n.
Jo

Priklad B. Spoc¢téme integral

1
T

——dx.
J-1V 5 —4x
1) prvni postup: udélame-li substituci

— 12 t
t =54z, 1> =5 4x, .77:5 1 ,dm:fidt,

dostaneme

/ SR T S
J Vo —dx ) 4 t 2
_ é/ (2 — 5)dt = é(t3/37 51) = émf 34”" _5).
Dosazeni do Newtonovy Leibnizovy formule da
1 1 14 1

g((1/3 —5)-3@3-5)) = §(714/3+ 6) = 23~ 6
2) druhy postup: substituce t = /5 — 4z da

] T 1. 1

B ﬁdm = 5/3 (t* —5)dt = g[t3/3—5t]; =

1

1 1 14
=(1/3-5-2 15) = =(1 HN===-="2-.
8( /3—5—27/3+15) 8( /3+1) 338



