KAPITOLA 1

DIFERENCIALNI ROVNICE

1.1. Rovnice 1. ¥fadu — tivod

Obecny tvar rovnic 1. fadu je
(1) F(z,y,y') = 0.

Obecna teorie a metody Feseni jsou vypracovany predev§im pro rovnice
tvaru

(2) y' = fz,y)

(tzv. rovnice vyiesené vzhledem k nejuyssi derivaci). Rovnice tvaru (1)
lze fe$it pfevedenim na tvar (2), pokud je to mozné, a vySetfenim sin-
gularit p¥ipad od pfipadu, pfipadné jinak (viz oddil 1.6.).

O funkci f pfedpokladdme vzdy, Ze je definovdna a spojitd (jako
funkce dvou proménnych) na mnoziné Q C Ry. (Mnozina Q byvéd vét-
Sinou oblast, tj. oteviena souvisla mnozina. V jednotlivych konkrétnich
pfipadech pfipustime i mnoziny jiného typu.)

Definice 1. Refenim rovnice (2) rozumime interval (a, 3) a funkci
¢, definovanou na tomto intervalu a takovou, ze plati

(i) Vo € (a,8) : (z,0(2)) € Q,
(i) Vo € (a,8) I¢'(z) a plati ¢'(z) = f(z, ¢(z)) .

(Mluvime o feSeni rovnice (2) na intervalu («, 3).) Analogicky se de-
finuje FeSeni rovnice (1) (jak?). (Podminku (i) lze zapsat téZ ve tvaru
[¢] C £, kde symbol [¢] znadi graf funkce ¢.)

Pozndmka 1. a) Kazdé feeni rovnice (2) (nebo i rovnice (1)) je nutné
spojité na svém definiénim oboru, protoze podle bodu (ii) tam m4 vlastni
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derivaci. Pro rovnici typu (2) lze ve vztahu (ii) uzit vétu o spojitosti
slozené funkce a tak dokézat, Ze tato derivace je spojita. (Podobné tivaha
pro rovnice tvaru (1) uZ neni tak jednoduché.) Existence resp. spojitost
vyssich derivaci funkce ¢ pak zalezi na tom, zda funkce f méa derivace
vys§ich fadu resp. jsou-li spojité.

b) Interval (a, ) je soudésti definice feSeni. Dvé funkce 1, 2, defi-
nované na rtznych intervalech (a;, 8;), (i = 1,2), tvofi rlizna feSeni, i

kdyZ na priniku (a1, 81) N (a2, 32) maji stejné hodnoty.

Definice 2. Rekneme, 7e funkce ¢ definovand na intervalu (a, 8) je
mazimdlnim (nebo 4plnym) FeSenim rovnice (2), jestlize plati:
(i) funkce ¢ je feSenim rovnice (2) na intervalu («, 3),
(ii) je-li 1 feSeni rovnice (2) na intervalu (a1, 31) D (a, 3), pro které
plati ¢1 (z) = p(z) na (a, 8), pakje (a1, 81) = (a, 8). (Maximélni
feSeni je tedy takové, které nelze déle prodlouzit.)

Véta 1. Kazdé reSeni rovnice (2) Ize prodlouZit do maximalniho.
(Toto prodlouZeni neni obecné jednoznacné.)

Pozndmka 2. Zavedme do mnoziny vech (redlnych) funkci (jedné re-
alné proménné) uspoiradani nasledujicim zptisobem: fekneme, Ze funkce
© je vétsi nebo rovna funkci ¢ (piSeme @ > 9, resp. ¥ =< @), jestlize je
[¢] D [¢] . Pak miZzeme definici 2. a vétu 1. vyslovit takto:

a) o je maximélni feSeni, jestlize pro kazdé feseni ¢ takové, Ze ¢ =< 1),
plati o = .

b) Ke kazdému fedeni ¢ existuje maximéalni FeSeni 1) takové, Ze ¢ =< 1.

Poznamka 3. Definici feSeni i ostatni pfedchozi definice a véty lze vy-
slovit obecnéji bez pozadavku otevienosti defini¢niho intervalu, jestlize
v krajnich bodech intervalu uvazujeme piislu$né jednostranné derivace.

Definice 3. Bud (zo,y0) € @ = D(f) dany bod a bud ¢ feseni
rovnice (2) na (a,b).

(i) Rekneme, 7e feseni ¢ prochazi bodem (zq,y0), jestlize je o €
(a,b) a plati

(3) ¢(T0) = yo,

(jinymi slovy, jestlize (zq,yo) € [¢])-
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(i) Rekneme, 7e feseni jdouci bodem (g, o) je uréeno lokélné jedno-
znacné, jestlize pro kazda dvé feSeni ¢, 1 spliwujici (3) lze nalézt
e > 0 tak, aby platilo ¢ = % na (zg — €, 9 + &) C D(p) ND(P).

(iii) Je-li pro kazda dvé ¢, 1, jdouci bodem (zq,y0), ¢ = ¢ na D(p)N
D(), mluvime o globélni jednoznatnosti.

Pozndmka 4. a) Jina formulace bodu (ii): lokalni jednoznac¢nost feseni
v bodé (zg,yo) znamend, ze kazda dvé feSeni jdouci timto bodem maji
spole¢nou minorantu (ve smyslu uspofddani z pozndmky 2.), definovanou
na né&jakém intervalu (zg — &, zo +€), € > 0. Rikdme té7, Ze uréuji tentyz
zdrodek (anglicky: germ, francouzsky: germe). (Jestlize dvé funkce urcuji
tentyz zarodek, pak piislusné ¢ zalezi na téchto dvou funkcich a pro jiné
dvojice urcujici tento zarodek muZe mit jinou hodnotu.)

b) Vzhledem k vété 1. 1ze globalni jednoznac¢nost ekvivalentné formu-
lovat jako jednoznac¢nost maximalniho feSeni.

c¢) Strucné lze tedy ¥ici: Podminka (3) urcuje feSeni rovnice (2) glo-
balné jednoznacné, jestlize urcuje jediné aplné feseni; urcuje ho lokalné
jednoznacné, jestlize urcuje jediny zarodek feSeni.
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Véta 2. Bud funkce f definovdna na oteviené mnoziné Q) C Ry a bud
(zo,y0) € Q dany bod.
(i) Je-li f spojitd na ), pak bodem (xq,yo) prochazi alespon jedno
feSeni. (Peano.)
(ii) Je-li f lipschitzovskd na né&jakém okoli bodu (zq,yo) vzhledem
k proménné y, pak je toto reseni urc¢eno lokalné jednoznacné.
(iii) Je-li f lokdlné lipschitzovskd na celém (), je feSeni uréeno pod-
minkou (3) globélné jednoznacné.

Komentd#. P¥ipomenime, Ze funkci jedné proménné g = g¢(t) nazy-
vame lipschitzovskou v bodé ¢y, jestlize existuje takové kladné € a takova
g(t) — glto)] <
M]|t — to|. Podminka lipschitzovskosti vzhledem k y na né&jaké mnoziné
B pak znamené

(4) IM >0 Y(z,y1),Y(x,y2) € B :
|f(@,y1) = f@,92)] < Mlys — yal.

Funkce f je lokdlné lipschitzovska, jestlize ke kazdému bodu
(z,y) € Q existuje okoli bodu (z,y), na kterém je funkce f lipschit-
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zovskd. K tomu, aby byla splnéna podminka (ii) z véty 2., sta¢i napii-
klad, aby funkce f méla v né&jakém okoli bodu (zo, yo) parcidlni derivaci
g—i, spojitou v bodé (xg,yo). Ke splnéni predpokladu (iii) tedy napii-
klad staci, aby g—g’j byla spojitd na 2. Poznamenejme, Ze ani spojitost
g—i neni nutnou podminkou lipschitzovskosti, ani lokalni lipschitzovskost

neni nutnou podminkou jednoznac¢nosti feseni.

Geometrickd interpretace. Jak piredchozi text naznacuje a jak dale
uvidime na konkrétnich pfikladech (piiklad D., E.), nékterymi body ob-
lasti © muZe prochédzet nejedno feSeni. Rovnice (2) nicméné umoziuje
vypocitat smér feSeni v bodé (zo, yo) pouze z hodnot xg, yo nezavisle na
tom, kolik feSeni jim prochazi a které reseni zvolime. Funkce f tedy kaz-
dému bodu (z, y) pfifazuje jednodimenzionalni vektorovy prostor (smér),
generovany vektorem (1, f(z,y)); fikdme, Ze funkci f definujeme na
smérové pole. (Mlzeme si ho znézornit tak, ze v bodé (z,y) zakreslime
kratkou tisecku daného sméru a tuto konstrukci provedeme pro dosta-
te¢né mnozstvi bodii oblasti ; srovnej pitklad A. a obr. 1.) Ulohu nalézt
feSeni rovnice (2) miZzeme geometricky interpretovat jako hledani kiivky
dané grafem spojité a spojité diferencovatelné funkce, kterd se v kazdém
bodé ptrimyka k danému vektorovému poli.

(Stejnou tivahu nemtZeme aplikovat na rovnici (1) v téch bodech
(zo,¥o0), ve kterych nelze vypoéitat y'. Pozdé&ji uvidime, Ze je to v pod-
staté véci: potkame se s rovnicemi, u nichz nékterymi body prochézi
nékolik feseni v riznych smérech — , feseni se kiizi”; porovnej s prikla-
dem E.)

Poznamka 5. Predchozi konstrukce smérového pole poskytuje navod
k hledéni p¥iblizného ¥eSeni tzv. Eulerovou — Cauchyovou metodou (po-
lygonélni metoda, metoda Peanovych lomenych ¢ar): feSeni prochézejici
bodem (zg, yo) nahradime na intervalu (zo,zo + h) Gseckou o smérnici
ko = f(z0,¥0); tak dostaneme v bodé z; = xo + h pfibliznou hodnotu y;
a postup opakujeme s bodem (x1,y1). (Podobné lze postupovat ,zpé&t”
do bodu zy — h, atd.) Lze ukézat, Ze pii zmenSovani ,kroku” h > 0
dostaneme mnozinu pribliznych feSeni, ze které lze vybrat posloupnost,
konvergentni k pfesnému feSeni (srovnej ptiklady 11, 12).

Tato metoda neni zdaleka jedina. K numerickym vypoctim je vy-
pracovéna fada metod (viz téZ pozndmka 9. z oddilu 1.10.). Pfednosti
uvedené metody je jeji myslenkova i pocetni jednoduchost; kromé toho
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ma téZz vyznam teoreticky (diikaz Peanovy existenéni véty, coz je bod (i)
nasi véty 2.).

Priklad A. Sestrojte smérové pole rovnice y' = —z/y na mnoziné
Q = {(z,y) € Ry;y > 0}. Na zdkladé této konstrukce odhadnéte, jak
bude vypadat feSeni a ovéite spravnost svého predpokladu.

Re$eni. Smérové pole je konstantni na kiivkach tvaru —z/y = k, tj.
y = —x/k, coz jsou polop¥imky vychazejici z poc¢atku. Hodnota smérnice
pole v kazdém bodé takové poloptimky je rovna k a smérnice piislugné
polopfimky je rovna —1/k. Z analytické geometrie vime, Ze v tom pii-
padé je smérové pole kolmé k piimce, jdouci (timto bodem) a pocatkem
(obr. 1).

OBR. 1

Kftivka v8ude kolmd k privodiéi je kruznice (se stfedem v pocatku).
Reseni tedy bude mit asi tvar

plr) =+vVr2—a22,r >0,z € (—rr1).
Ovéime:

(i) Vo € (-r,r) je @(x) >0,

(ii) ¢'(x) = —x/V/r? —a? = —z/y.



