KAPITOLA 4

KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL

4.1. Parametrizace krivek

Definice. K¥ivka ¢ v Q C R, (nebo té7 po édstech hladkd kiivka)
s defini¢nim intervalem I C R je spojité zobrazeni ¢ : I — ), pro které
existuji redlna éisla t; < to < -+ < ty,, Z€  ma spojité prvni derivace
(veetné jednostrannych derivaci v eventudlnich krajnich bodech inter-
valu) na kazdém z intervalt IN(—oo,t1), ITN{t;, ti11),i=1,2,...,n—1,
I N (tp,+00). Mnozina {(p) = (I) se nazyva geometrickym obrazem
kiivky .

Reguldarni kiivka ¢ je takova kiivka, pro kterou derivace ¢'(t) exis-
tuje, je spojitd a nenulova ve v8ech bodech svého defini¢niho intervalu T
(v eventudlnich krajnich bodech se mysli jednostranné derivace). Vektor
@' (t) se nazyva tecngm vektorem k ¢ v bodé ¢(t).

Krivka ¢ se nazyva jednoduchou, je-li zobrazeni ¢ prosté.

Kiivku ¢ nazveme uzavfenou, je-li I = {(a,b) a p(a) = ¢(b) a jedno-
duchou uzavienou, pokud je navic ¢ prosté zobrazeni na (a, b).

Je-li I = (a,b), pak bod p(a) resp. p(b) se nazyva podatecnim resp.
koncovym bodem kiivky .

Opacnou kiivkou (nebo také kiivkou s opacénou parametrizaci) ke
kiivce ¢ se nazyva kiivka —¢, definovana predpisem

(—¢)(t) = p(—t) prot € {s, —s € I},

kde T je defini¢ni interval kiivky (.
Retézec ¢ dimenze 1 v Q je koneény formalni soucet

c= Z NniPi,
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kde n; jsou celd ¢isla a ¢; jsou kiivky v €.

Jsou-li @, ¢ dvé kiivky takové, 7e koncovy bod ¢ splyva s pocatec¢nim
bodem ), pak formalni soucet ¢ + 1 nazveme navdzdnim kiivek ¢ a 1.

Hranici Op kiivky ¢ s definié¢nim intervalem (a,b) se nazyva formalni
soucet bodt {p(b)} + (—1).{¢(a)}.

Hranici fetézce ¢ = ) n;p; se nazyva konec¢nd formdlni linedrni kom-
binace s celo¢iselnymi koeficienty dc = > n;0¢;.

Retézec ¢ se nazyva cyklem, je-li jeho hranice nulova. Uzaviena jed-
noducha kfivka se obvykle nazyva jednoduchym cyklem.

Poznamky.
1. Casto se pod pojmem ,kiivka” v R, rozumi to, co jsme v defi-

nici vy$e nazvali geometrickym obrazem kiivky, tj. takovd podmnozina
M C R,, ktera je obrazem néjakého intervalu I pfi néjakém zobrazeni ¢,
majicim v definici uvedené vlastnosti. Pak se takové zobrazeni ¢, pro néz
je M = (), nazyva parametrickym vyjddienim (parametrizaci) ,kiivky”
M. ,Krivka” M ma zfejmé mnoho riznych parametrizaci. Pfipomenme
jesté, ze zobrazeni ¢, zadavajici kfivku, urcuje nejen jeji geometricky
obraz, ale i zptisob probihani po ném pfi ristu parametru. Jsou-li ¢ a
Y dvé jednoduché reguldrni kiivky a (p) = (), pak jsou dvé moznosti:
funkce F(t) = (¢! o ¢)(¢) je rostouci, anebo je klesajici. V prvnim pii-
padé mluvime o stejném smyslu probihani po {p) = (), ve druhém o
opac¢ném smyslu probihani.

2. Pro Gcely integrace, tj. jako integracni obory v kfivkovém integralu
(viz definice v oddilu 4.3. dale) byva zvykem fetézec (—1).p ztotozhovat
s kiivkou —¢, opa¢nou ke kiivce . Retézec ¢ = 3. n;p; pak vlastné
reprezentuje geometricky sjednoceni koneéné mnoha kiivek ; (je-li n; >
0) resp. —p; (je-li n; < 0) a |n;| je odpovidajici ndsobnost dané kfivky,
tj. kolikrat je probéhnuta.

3. Obvykla definice navdzdni dvou kifivek pozaduje navic eventualni
zménu jejich parametrizaci tak, aby sjednoceni jejich defini¢nich inter-
vali byl opét interval. Pro icely integrace pres kiivky je tato procedura
zbytecnd a je jednodussi uvazovat navazani dvou ktivek jako specidlni
pfipad formalniho sou¢tu kiivek, tak jak jsme to udélali v na$i definici
vySe. Formalni soucet kiivek (tj. fetézec) je potfebny tehdy, chceme-li
naptiklad popsat hranice vicendsobné souvislych oblasti v roviné (na-
piiklad kruhu s s nékolika vyjmutymi malymi krouzky). Je moZné také
definovat navazani @1 + @2 + --- + ¢, koneéné mnoha kiivek eventu-
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alng ,rozdil” ¢ — 4 kiivek ¢ a 1. V naSem pojeti (tj. bez pozadavku
eventudlni zmény parametrizace) to jsou opét specidlni piipady Fetézct.

4. Hranice Jc fetézce ¢ = Y n;p; je zfejmé definovana jen tehdy, jsou-
li defini¢éni intervaly vSech kiivek ¢; uzaviené intervaly (a;, b;). Pro po-
fadek stoji za to vysvétlit, co znamend vyraz Y n;({@i(b:)} — {wi(a:)}).
Kazdy bod figurujici v toto vyrazu musime vzit s koeficientem rovnym
souctu vSech koeficienti, s nimiz se tam tento bod vyskytuje. Je-li tento
soucet roven 0, pak tento bod vypustime. Jestlize po této procedute
nezbude 7adny bod s nenulovym koeficientem, fikdme 7e hranice dc je
nulové.

Definice. Necht ¢ je regularni kiivka na (a, b). Definujme funkci
t
stt) = [ ¢’ d,

kde pro = = (v1,22,...,7,) € R, je ||z|| = (23 + 23 + --- + 22)1/2. Pak
pro 7 € (a,b) s(r) nazyvame délkou k¥ivky ¢(t), t € (a,T), specidlné
£ = s(b) se nazyva délkou kiivky . Funkce s(t) je rostouci a je-li #(s),
s € (0,f) funkce k ni inverzni, pak k¥ivku ¥ (s) = ¢(#(s)), s € (0,£)
nazveme pfirozenou parametrizaci (parametrizaci podle délky) kiivky .

Stoji za to pripomenout, ze pii pocitani kiivkovych integrali se ¢asto
zaddvé fakticky jen geometricky obraz kiivky (s uvedenim zptisobu pro-
bihéni po ném), a je proto diileZité umét najit néjakou parametrizaci této
ktivky. Pritom se ukazuje, 7e 7z hlediska pocitani rtizné ,,ekvivalentni” pa-
rametrizace nebudou stejné vhodné. Neexistuje také zadny obecny po-
stup, jak parametrizace hledat.

Priklad A. (explicitni zaddni k¥ivky) Je-li geometricky obraz kiivky
v Ry zadan jako graf funkce zo = f(x1), 1 € I, pak jednu jeho pa-
rametrizaci méme hned: z; = ¢, 2o = f(t), t € I (za parametr be-
reme prvni soufadnici bodu tohoto geometrického obrazu). Podobné
to je i v pripadé kfivky v R,, mame-li jeji geometricky obraz zadéan
(r — 1) funkcemi z; = fi(z1), 1 = 2,3,...,7, &1 € I. Tato parame-
trizace nemusi byt nejvhodnéjsi, jak je vidét z nasledujiciho prikladu:
horni polokruznici o poloméru a > 0 se stiedem v pocatku miizeme
zadat funkci x5 = /a2 — 22, 1 € (—a,a), coZ vede k parametrizaci
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x1 =t, xo =Va® —1t2, t € (—a,a). P¥i této parametrizaci se pilkruznice
probihd (pfi ristu parametru) po sméru hodinovych rudic¢ek. Derivace
pravé strany ve druhé rovnosti neni spojitd na (—a,a). Vezmeme-li ale
parametrizaci z1 = acost, xo = asint, 7 € (0, 7), pak ta uz posledni ne-
dostatek nema. Pozorny ¢tendr miize namitnout, ze pii ni se pulkruznice
pii vzristu parametru probiha proti sméru hodinovych ruci¢ek. Tento

nedostatek uz ale odstrani parametrizace x1 = —acosT, x5 = asinT,
T € (0, 7).

Piiklad B. (implicitni zadani kiivky) Je-li kfivka v R, zadéna
(r — 1) rovnicemi g;(z1,22,...,2,) = 0,1 = 2,3,...,r, pak v pfipadé,
7e 7 této soustavy rovnic lze vyjadiit z;, i = 2,3,...,r jako funkce z1,

tj. x; = fi(z1), i = 2,3,...,r, jsme se dostali do situace z prikladu A.
Nékdy je takové vyjadifeni mozné jen pro ¢ast dané krivky, naptiklad
pro kruznici z] + 3 = a® mdme z» = £+/a?> — z? pro horni (s plusem)
a dolni (s minusem) polokruznici, zatimco parametrizace £1 = acosT,
xo = asinT, 7 € (0,27) dé celou kruznici a navic je spojité derivovatelné.

Priklad C. (kfivka v Ry v polarnich soufadnicich) K¥ivku v Ry mii-
7eme zadat v polarnich soufadnicich r a ¢ predpisem r = f(yp), kde f je
néjaka funkce definovand na jistém intervalu I. Pfikladem budiZ nap¥i-
klad spirdla r = ¢, ¢ € (0,+00). V takovém piipadé opét mame hned
jednu jeji parametrizaci: 1 = f(p)cosg, xa = f(p)sinp, p € (0, +00)
(za parametr bereme poldrni thel).

Priklad D. (parametrizace lomenych ¢ar) Mame parametrizovat ob-
vod trojihelnika s danymi vrcholy X = (z1,22,23), Y = (¥1,¥2,¥3),
Z = (21, 22, 23). Pfedepsand orientace (smér probihéni) je ddna pofadim
bodt X,Y, Z.

Reseni. Presna formulace této tlohy je nésledujici: mame najit jed-
noduchou uzavienou kiivku ¢ takovou, ze 1) (¢) je obvod daného troj-
thelnika a 2) pro parametry t1, t2, t3, odpovidajici bodim tseéek XY,
YZ, ZX plati t; < ty < t3. Uzijeme znamy vzorecek pro parametrizaci
usecky s pocatecnim bodem X a koncovym bodem Y:

() te(0,1) > X+t(Y - X)=tY + (1 —1)X.
Analogicky
vue(0,) >Y+u(Z-Y)=uZ+(1—-u)Y,
ve(0,l) s Z+v(X -Z)=vX+(1—-v)Z
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jsou parametrizace use¢ek Y7 a Z X . Zbyva jesté ,posunout” parametry

v poslednich dvou #adcich, aby spojité navazovaly na (x), tj. v pfedpo-
slednim #adku polozit u = t — 1, ¢t € (1,2) a v poslednim v = ¢ — 2,
t € (2,3), takze hledan4 (jedna) parametrizace bude t — ¢(¢), t € (0, 3),

kde
X+t(Y - X) pro t € (0,1),

)= Y+t —-1)(Z-Y) prote((1,2),
Z+(t—2)(X—-2Z) prote(23).

Pfirozenou parametrizaci bude 1(s), s € (0,d1 + ds + d3), kde d; je
vzdélenost bodid X a Y, dy je vzdalenost bodt YV a Z, ds je vzdalenost
bodi Z a X a

X+ (Y - X) pro s € (0,dy),
Y(s) = Y+w(Z—Y) pro s € (di,d; + dy),
7+t (X — 7)  pros € (di +dy,di + dy + ds).

Obecndji, lomenou ¢&ru, uréenou body XM X2 X (") eukleidov-
ského prostoru R,., miizeme pfirozené parametrizovat zobrazenim (s),
s€ (0,0 dy), kde d; = || XD — XGHD|| i =1,2,....n—1a

b(s) = XD & (}i(X(Q) — X®Y pro s € (0,d)
41

i—1
; §—> . 1d;
W(s) :X(Z>+7%H LX) - XY pro s € § d,,§ :d

1=2,3,...,n—1.

Priklad E. (parametrizace elipsy) Mame parametrizovat elipsu, za-
danou implicitné rovnici (a > 0, b > 0)

Reseni. Kladné orientovand parametrizace (probihdni proti rucickdm
hodinovym) je napiiklad
T = acost,

y = bsint, € (0,2m).



