KAPITOLA 1

LOGIKA, MNOZINY, ZOBRAZENT,
NEROVNICE, MATEMATICKA INDUKCE

Tato kapitola bude vénovana opakovani a prohloubeni znalosti ze
stfedni Skoly. Prestoze jde o pojmy divérné znamé, uvedeme v tivodu
kazdého odstavce alespon jejich struény prehled. Podrobné vysvétleni lze
nalézt na zac¢atku skript [KI], resp. v ucebnici matematiky pro stfedni
skoly.

1.1. Logika

Zékladni pojmy, s nimiz matematickd logika pracuje, jsou: wvyroky,
predikdty (vijrokové funkce), logické spojky, kvantifikdtory, zdkladni vé-
ty. Uvedeme piehled téchto pojmi; podrobnosti viz [KI], kap. 1, oddil
1.

Virok je (gramatickd) véta, o niz mé smysl ¥ici, zda je ¢i neni prav-
diva.

Pravdivostni hodnota vyroku je nula, jestlize je vyrok nepravdivy, a
jedna, je-li pravdivy. Matematicka logika dava navod, jak z vyrokt prav-
divych (s pravdivostni hodnotou rovnou jedné) odvozovat dalsi zaruéené
pravdivé vyroky; viz nize priklad B a dale.

Predikdt neboli vgrokovd funkce je zobrazeni (viz oddil 1.2.), které
kazdému z z néjaké mnoziny M (zvané pole objekti) prifazuje vyrok

P(x).
vyrokl z danych vyrokl a predikati.
Zékladni logické spojky jsou néasledujici:
(1) vV — disjunkce: AV B(= BV A) ¢teme A vel B, A nebo B.
(2) AN — konjunkce: AN B(= BA A) ¢teme A et B, A i B.
(3) non (=ne) — negace: non A ¢teme neni pravda, Ze (plati) A.
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4) = implikace: A = B(= B < A) ¢teme A implikuje B; z A
plyne B; plati-li A, pak plati B; A je postacujici podminkou pro
B; B je nutnou podminkou pro A.

(5) < — ekvivalence: Vyrok A < B ¢teme A je ekvivalentni s B; A
plati tehdy a jen tehdy (zkracené: prdvé tehdy), kdyZ plati B; A je
nutnou a postacujici podminkou pro B; B je nutnou a postacujici
podminkou pro A.

Poznamka. Pti dikazech ekvivalentnosti vyroki A a B Casto postu-
pujeme piesné podle definice ekvivalence: dokazujeme dvé implikace
A= BaB= A

Vyrok vytvoreny pomoci logickych spojek z jednodussich vyrok mi-
zeme charakterizovat tak, ze udame tzv. tabulku pravdivostnich hodnot,
ve které vypiSseme pravdivostni hodnoty vysledného vyroku pro vSechny
kombinace pravdivostnich hodnot , vstupnich” vyrok:

Priklad A. Charakterizujte zakladni logické spojky jejich pravdi-
vostnimi tabulkami.
Reseni.

(i) Vyrok AV B je pravdivy, pravé kdyz je pravdivy alespon jeden z vy-
rokt A, B, pfipadné oba, kdeZto vyrok AA B je pravdivy praveé tehdy,
kdyZ jsou pravdivé oba vyroky A, B. Vyrok A = B je nepravdivy
v jediném piipadé, a to kdyZz vyrok A je pravdivy a vyrok B je ne-
pravdivy; Vyrok A < B je pravdivy, pravé kdyZz jsou pravdivé oba
vyroky A = B, B = A. Odud plynou nasledujici tabulky disjunkce a
konjunkce, resp. implikace a ekvivalence :

A B|AVB|AAB A B|A>B|ASB
11 1 1 1 1 1 1
10, 1 |0 10 0 0
01/ 1 ] 0 01 1 0
00/ 0 | 0 00, 1 1

(ii) Vyrok non A je pravdivy pravé tehdy, kdyz je vyrok A nepravdivy.
Tabulka negace:
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Zakladni kvantifikdtory jsou tyto (M je pole objektii, P(x) je predi-
kat):
(1) 3 — existenéni kvantifikdator: 3z : P(z) (podrobnéji HM P(x),
re

pfipadné v jiné Gpravé 3z € M : P(z) ) ¢teme: existuje x z M
tak, ze plati P(z).
(2) V — obecny kvantifikitor: Yz : P(z) (podrobnéji VM P(x),
re

pfipadné v jiné tpravé Vo € M : P(z)) éteme: pro kazdé = z M
plati P(z).

Zékladni zadkony jmenujme dva:

(1) Zdkon sporu:

Vyrok A Anon A je vzdy nepravdivy.
(2) Zdkon vylouceného tretiho:

Vyrok AV non A je vzdy pravdivy.

Priklad B. Ukazte, 7e vyroky non(A = B) a A A (non B) jsou rov-
nocenné.

Reseni. Pod rovnocennosti vyroki chadpeme to, Ze jsou bud oba prav-
divé nebo oba nepravdivé, tj. ze maji stejnou pravdivostni tabulku. (For-
malné to znamend, 7e jsou ekvivalentni: [non(A = B)] < [AA(non B)].)
A vskutku, jediny p¥ipad, kdy je vyrok (A = B) nepravdivy, je p¥ipad,
kdy je A pravdivy a B nepravdivy. Podle definice negace to znamena,
Ze vyrok [non(A = B)] je naopak v tomto jediném piipadé pravdivy.

Na druhou stranu vyrok [A A (non B)] je pravdivy v jediném piipadé,
kdyz jsou pravdivé oba vyroky A i nonB. A protoZe posledni vyrok
je pravdivy, pravé kdyz je vyrok B nepravdivy, ukazali jsme, Ze oba
vyroky maji stejnou pravdivostni tabulku, a tedy dokazali jejich ekvi-
valenci. (Cely postup lze formalizovat tak, 7e postupné pro jednotlivé
pravdivostni hodnoty vyroki A, B urcujeme pravdivostni hodnoty vy-

vvvvvv

Uvedeny priklad je specidlni ukdzkou negace zdkladnich logickych spo-
jek. Obecné plati:
(i) negace spojek:
non : negace negace je ptvodni vyrok: (non(non A) < A);
V : negace disjunkce je konjunkce negaci: non(A V B) < (non A A
non B):
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A : negace konjunkce je disjunkce negaci: non(A A B) < (nonA V
non B).
=, viz Priklad B vyse, resp. jeho kombinace s negaci disjunkce.
(ii) Kvantifikované predikaty negujeme tak, 7e zménime typ kvantifika-
toru a negujeme vyroky predikatu:
V: non(Vz : P(z)) < Iz : nonP(x);
3: non(3z : P(x)) & Va : nonP(z).

Piiklad C. ZapiSte negaci vyroku
VeeRIyeN:[(y<z)A(y+1>x).

(Symbolem R zna¢ime mnoZinu redlnych ¢isel, symbol N znaéi mno-
7inu pfirozenych ¢isel.)

Reseni. S pouzitim pravidel pro tvorbu negace dostavame postupné

non[Vz € Ry e N: [(y <z) A (y +1>2)]] &
SIdzeRnon[FyeN: [(y<z)A(y+1>2)]] &
SIreRVyeN:non[(y<z)A(y+1>2)]
< dz € RVy € N:non(y < z) Vnon(y + 1 > ).

Posledni vyraz jiz ¢isté formalnimi ipravami zjednodusit nelze. Z teorie
nerovnosti ale vime, 7e negaci vyroku (y < ) je vyrok y > z a podobné
nonfy +1>z] & y+ 1< 2. S vyuzitim této znalosti mizeme psat

non[Vz € Ry e N: [(y <z)A(y+1>2)]] &
SdzeRVyeN:(y>z)V(y+1<x).

Uvédomte si, ze jsme nedokézali nic o tom, zda uvedeny vyrok je prav-
divy nebo ne. Rozmyslete si pro zajimavost, zda je pravdivy vyrok
piivodni nebo negovany!

(S danymi omezenimi je pravdivy vyrok negovany. Vskutku, staci
zvolit ¢ = —3,14. Pak pro kazdé y pftirozené je y > 0 > —3,14, coz
dokazuje tvrzeni. Pokud ale rozsifite pole pripustnych y tim, Ze pfiro-
zend Cisla nahradite ¢isly celymi, nebo naopak pole pripustnych z zuzite
omezenim z > 1, bude pravdivy vyrok ptivodni; dokaZte!)
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PRIKLADY

1. Napiste tabulku pravdivostnich hodnot nésledujicich vyroki:

a) non[A V (non B)]; f)(non A) = B;

b) [AV (non B)] & C; g) non [(non B) & A];

¢) [(non A) AB]V[AA (nonB)]; h) [non(AA B)] = nonB;

d) (AVB)A(AVO); i) (AANB) = C;

e) non[AV (B A (non A))]; j) [A & (non B)] A [non (B & A)].

2. Srovnanim tabulek pravdivostnich hodnot dokazte rovnocennost

vyrokii:
a) non (A A B), (non A) V (non B) ;
b) non(AV B), (non A) A (non B) ;
c) AV (BACQ), (AVB)A(AVCO);
d) AN(BVCC), (AANB)V(ANC);
e) non[A A (non B)], A= B;
f) (nonA) Vv B, A= B;
g) A= B, (non B) = (non A) ;
h) [(non A) V B] A [AV (non B)], A& B;
i) [(non A) A B]V [A A (non B)], non(A & B);
j) non[AV (B A (non A))], (non A) A (non B) ;
k) non[(nonB) & A4], A& B;
1) [A = (non B)] A [non (B = A)], (non A) A B.

3. Zapiste negaci nasledujicich vyrokit a rozhodnéte, ktery z obou,
puvodniho a negovaného, je pravdivy:

a) 3z :cosz = V1 — sin® z; ¢) Va,b e R:a®+b* > 0;
b) Vo :cosz = V1 —sin?z;  d)Va,beR:a®+0b>>0.



