11 Kontingencni tabulky

11.1 Test nezavislosti

Necht ndhodny vektor X = (Y, Z)" mé diskrétni rozdéleni, pficemz veli¢ina YV
nabyva hodnot 1,...,7 a veli¢ina Z hodnot 1,...,c. Ozna¢me

pij =P(Y =i,Z=3j), pi.= Zpij, D= Zpij-

j i
Predpokladejme, Ze se uskutecnil vybér o rozsahu n z tohoto rozdéleni. Necht n;; je
pocet téch pfipadl, kdy se ve vybéru vyskytla dvojice (7, ). Nahodné veli¢iny n;;
maji pak sdruzené multinomicke rozdéleni s parametrem n a s pravdépodobnostmi
pij- Proti odstavci 10.1 méme tu nepodstatnou odlisnost, Ze pravdépodobnosti p;; i
empirické Getnosti n;; piSeme ve tvaru matic misto ve tvaru vektort. Matici (n;;) se
tika kontingencni tabulka. Podobné jako v d¥ivéjsich analogickych situacich piseme

ng. = E i, n;= E Nij.
j i

Samoziejmé plati

n=Ym = zn _ Zzn

%

Cislam p; a p.; se fikd margindini pravdépodobnosti a hodnotdm n; a n ; mar-
gindlnt éetnosti. Matice pravdépodobnosti (p;;) a kontingenéni tabulka (n;;) jsou
uvedeny v tab. 11.1.

V praxi vznika kontingenc¢ni tabulka tak, ze se na statistickych jednotkach sle-
duji dva znaky. Tyto znaky mohou byt svou povahou diskrétni a nabyvat jen ko-
neéné mnoha hodnot (napf. muz — Zena, krevni skupina 0 — A — B — AB), nebo
sami zamérné vytvofime jen koneéné mnoho kategorii (misto uvedeni pfesného re-
akcniho Casu zkoumanych osob na néjaky podnét se zaznamenad jako vysledek jen
to, zda reakce byla rychld ¢ pomald). Nékdy miZe mit znak objektivng danou
¢iselnou hodnotu (napf. podet déti), jindy pfifazend ¢iselnd hodnota zachovava
uspofddani, ale nevypovida o skutecné velikosti znaku (napf¥. barvy uspofddame
do skupin podle rostouci vlnové délky; prifazeno vsak je nakonec jen poradi barev,
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11 Kontingenéni tabulky

Tabulka 11.1: Matice pravdépodobnosti a kontingencni tabulka

Matice pravdépodobnosti Kontingenéni tabulka
Z Z
Y 1 - ¢ D) Y 1 - ¢ by
1 |pun - pie| D1 1 |nip -+ nic| na
r Pri Prc DPr. r N1 Npe Ny
b D1 D.c 1 by ni N.c n
ne vlnova délka). V mnoha piipadech pfifazujeme ¢isla 1,2,... jen jako oznadeni,

ale nejde ve skutednosti ani o pfesné hodnoty ani o objektivni potfadi (napf. uve-
den4 ¢isla slouzi jako kédy pro rizné délnické profese). Zde se omezime na zékladni
popis obecnych kontingenénich tabulek a nebudeme se zabyvat specidlnimi meto-
dami, jimiz lze vytézit dalsi informaci v pfipadé usporadanych hodnot znaku nebo
v pfipadé znakt pfimo vyjadrenych Ciselné.

Nejcastéjsi tlohou pfi rozboru kontingencnich tabulek je provedeni testu hypo-
tézy, ze veli¢iny Y a Z jsou na sobé nezavislé. Nez piistoupime k odvozeni tohoto
testu mezavislosti, dokdzeme jedno piipravné tvrzeni.

Véta 11.1 Veliciny Y a Z jsou nezdvislé tehdy a jen tehdy, plati-li p;; = pip.;
pro vsechny dvojice (i, j).

Diikaz. Podle definice uvadéné v teorii pravdépodobnosti jsou Y a Z nezavislé
préavé tehdy, plati-li P(Y € A, Z € B) = P(Y € A)P(Z € B) pro kterékoli mnoziny
Ac{l,...,r}, BC{l,...,c}. Zvolime-li A = {i}, B = {j}, pak odtud plyne, Ze
v pfipadé nezavislosti veli¢in Y a Z musi platit p;; = p; p ;. Obracenou implikaci
dokdzeme pro A = {1,2}, B = {1,2,3}. Obecny ptipad se dokazuje tplné stejng,
jen zéapis je o néco slozitéjsi. Mame

2 2 3
PYeA ZeB)= ZZPij :Zzpi.p.j

=1 j=1 =1 j=1
2 3
= (ZP:) Zp.j =P(Y € A)P(Z € B) |
i=1 j=1
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Test nezavislosti 11.1

To znamend, Ze pravdépodobnosti p;; multinomického rozdéleni jsou funkcemi
mensiho poc¢tu nezndmych parametrd, jimiz jsou marginalni pravdépodobnosti p;.
a p ;. Ale tyto marginalni pravdépodobnosti nejsou nezévislé, nebot

sz: = Zp.j =1.
4 J

Maéme-li splnit podminku (4) véty 10.4, pak do nezndmych parametrii nemizeme
pocitat pravdépodobnosti p,. a p.., nebot ty lze uz z ostatnich marginalnich prav-
dépodobnosti vypocitat. Pocet neznamych parametri je tudizm =r—1+c—1=
r + ¢ — 2. Pfitom se samozfejmé omezujeme jen na ty situace, kdy vSechny margi-
nalni pravdépodobnosti jsou kladné. Kdyby tomu tak nebylo, prosté by se nékteré
tfadky nebo nékteré sloupce vynechaly.

K odhadu neznamych parametrd pi.,...,pr—1,. 2 p.1,...,D. c—1 POUZijeme sou-
stavu rovnic (10.14). Misto veli¢in X; zde samozfejmé mame veliéiny n;;. Dosta-

vame
Z(ﬁ—@>=o, i=1,....r—1 (11.1)
=1 Di. Dr.

a
Z(ﬁ—%>=o, j=1,...c—1, (11.2)
i=1 D.j D.c

protoze pro h =1,...,r — 1 plati

pj DProi=h,
= —pj Proi=r,

0 v ostatnich ptfipadech.

Opi.p.j
Opn.

Podobny vysledek dostaneme pro parcidlni derivace podle p ;. Vzorec (11.1) v8ak
plati i pro i =r a (11.2) plati i pro j = ¢. Proto misto (11.1) mtiZzeme psét

Moo =1, (11.3)
Di. Dr.
Odtud
N,
ng. = Di.y 1= ]-a , T
Pr.

Sectenim pres vSechna ¢ dostaneme n = n,. /p,, takze odtud mame pro p,. odhad
Pr. = ny /n. Dosazenim do (11.3) nakonec ziskdme odhady
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11 Kontingenéni tabulky

Podobné se vytesii (11.2) a dostane se

n .
ﬁ_j:%j, j:L...,C.
n

Podle véty 10.4 ma pak veli¢ina

n;n.;\2
o
X :Z ;.M j (11.4)

i=1 j=1 Y

asymptoticky rozdéleni x2, jehoz pocet stupiiti volnosti je roven
re—(r+c—2)—1=(r—-1)(c—1).
Vzhledem k (10.8) miizeme x? také pocitat podle vzorce
T (& n2
2 J
=n — —n. 11.5
=)o > s (11.5)
=1 j=1 :
Kdyz vyjde x2 > X%’r’fl)(cfl)(a% zamitdme hypotézu Hy o nezavislosti veli¢in
Y a Z. Ke shodé s limitnim rozdélenim se opét vyzaduje, aby vSechny teoretické
Cetnosti n; n_;j/n byly vétsinez 5. Neni-li tato podminka splnéna, spojuji se nékteré

rfadky nebo nékteré sloupce.

Piiklad 11.2 U 6800 muzt byla zjisfovdna barva oé¢i a barva vlasi (viz Yule a
Kendall 1950). Vysledky jsou uvedeny v tab. 11.2.

Tabulka 11.2: Barva o¢i a vlast

Barva vlast
Barva o¢i Svétla Kastanova Cernd Zrzava | Celkem
Svétle modra 1768 807 189 47 2811
Sed4 nebo zelend 946 1387 746 53 3132
Tmavohnéda 115 438 288 16 857
Celkem 2829 2632 1223 116 6800

Podle vzorce (11.4) nebo (11.5) vypoéteme x? = 1073,51. Vzhledem k tomu,
7e x? > x2(0,05) = 12,59, zamitneme hypotézu, Ze barva o¢i a barva vlast u muzi
jsou nezavislé znaky. &
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Test homogenity multinomickych rozdéleni 11.2

11.2 Test homogenity multinomickych
rozdéleni

Nékdy se stava, ze marginalni fadkové cetnosti n;, jsou predem stanoveny. Pak ale

i-ty fadek kontingenc¢ni tabulky n;1 ... n;. ma multinomické rozdéleni s pa-
rametry n;, ¢i1, ---, Qic, kKde @1, ..., ¢ jsou néjaké pravdépodobnosti spliujici
podminku ¢;; + - - -+ q;c = 1. Vétsinou je pak tieba testovat hypotézu homogenity,
ktera Fika, Ze pravdépodobnosti ¢;1, . . . , ¢;c nezaviseji na fadkovém indexu i [takze

v8echny radky matice (¢;;) jsou stejné]. Na zékladé jistého zobecnéni véty 10.4 lze
dokézat (viz Cramér 1946), Ze i v tomto pFipadé za platnosti hypotézy homogenity
m4 veli¢ina y? pocitand podle vzorce (11.4) nebo (11.5) asymptoticky rozdéleni

X%r—l)(c—l)‘ Hypotéza homogenity se zamita v pripadé y? > X%T_l)(c_l)(a).

Priiklad 11.3 V severozdpadnim Skotsku byla provedena studie, kterd méla pro-
kazat, zda je percentuelni zastoupeni krevnich skupin na celém tizemi homogenni ¢i
nikoli. V oblasti Eskdale bylo ndhodné vybrano 100 osob, v oblasti Annandale 125
osob a v oblasti Nithsdale 253 osob. Vysledky prevzaté ze sbirky Osborn (1979)
jsou uvedeny v tab. 11.3.

Tabulka 11.3: Krevni skupiny

Oblast A B 0 AB]|Celkem

Eskdale 33 6 56 5 100
Annandale| 54 14 52 5 125
Nithsdale 98 35 115 5 253

Celkem 185 55 223 15 478

Podle (11.5) dostaneme y? = 10,45. Toto ¢islo je mensi nez kritickd hodnota
X2(0,05) = 12,59. Nemtizeme tudiZ zamitnout hypotézu, Ze rozdéleni krevnich
skupin je ve vSech tfech oblastech stejné. &

Vsimnéme si podrobnéji testu homogenity v ptipadé ¢ = 2.

Véta 11.4 Je-li c = 2, pak

2 s

2
2 n i1 nia
= » it 11.6
nang = ni N (116)
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