Kapitola 7

Pripad némeckych tanku

7.1 Odhad poctu prvki

Necht X, ..., X, je vyb&r bez vraceni z diskrétniho rovnomeérného rozdéleni na mnoziné
{1,2,..., N}, kde n < N. Oznaéme X(1) < X(o) < --- < X(y) uspofadany ndhodny vybér.
Ukazeme, Ze odhad parametru N lze zaloZit na veli¢iné X(,). Budeme postupovat podle
¢lankt Johnson (1994 a, b).

Lemma 7.1 Nechtp; = P(X(n) = j). Pak plati
7—1
n—1
Pi= "N\
n

Diikaz. Jev {Xq,) = j} implikuje, ze hodnoty X, X| @ X(n—1) musi byt vybrany
z mnoziny {1,2,...,j5 — 1}. Takovych moZnosti je ( 1) Vsech moznosti, jak vybrat
hodnoty Xy, ..., X,, je (]:) Odtud plyne vzorec (7.1). i

j=nn+1,...,N. (7.1)

Lemma 7.2 Plati
EN: A\ (N+1 EN: J+1\  (N+2 72)
= \n “\n+1) = n+l) \n+2) '

Diikaz. Vzorce (7.2) vyplyvaji z toho, Ze soucet pravdépodobnosti (7.1) se rovné jedné.
Lze je také dokazat pfimo matematickou indukci. O

Véta 7.3 Plati

EX () = n(fl\] ++11), (7.3)
2y = (N+2)(N+1)— ”(:ijll), (7.4)
varX(,) = n(V+ DN = n) (7.5)

(T 1P(n+2)
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Diikaz. Nejprve dokazeme vzorec (7.3). Mame

7—1
N al ,(n—l) 1 L/
Xy =Y in =Y M <N)zn(n).
j=n j=n j=n
n n

Z (7.2) pak plyne, ze

EX oy — n (N+l> _ n(N+1).

)

Nyni budeme dokazovat (7.4). Mame

=> i’ = Z(j +1)jp;— Y ivj- (7.6)

j=n Jj=n

Vime, ze Z;V:n Jp; =EX@py=n(N+1)/(n+ 1). Déle dostaneme

N 1 J+1)j(j—1)!
JZ:;(JJFUJPJ' - <N) 2 (n—1)!(j = n)!

N

n+1 G+
- Zn+l NG —n)!
n

D (V)

N n+2
- RSZ>(N+2)(N+ 1).

Dosazenim do (7.6) dostaneme vzorec (7.3). Vzorec (7.4) plyne z toho, Ze var X,y =
EX(QH) — [EX(")P. O

Véta 7.4 Necht N = "1 X, — 1. Pak plat{

. - N+ 1)(N -
EN=N,  vary = VEDV=m) (7.7)
n(n +2)
Diikaz. Tvrzeni véty plyne z toho, ze
. 1 . 1)?
EN = ﬂEX(n) -1, var N = (n +2 ) var X (). m]
n n

D4 se dokézat, ze N je stejnomérné nejlepsi nestranny odhad (uniformly minimum
variance unbiased estimate — UMVUE) parametru N. Jiny nestranny odhad je Z =
2X — 1. Pro néj plati
(N +1)(N —n) - (N+1)(N—-n)

3n n(n+2)
Dalsi nestranné odhady uvad{ Johnson (1994b).

varZ = =varN.
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7.2 Problém némeckych tankii

Teorie vyloZena v odst. 7.1 se pouziva k tomu, aby se odhadl pocet prvkd néjaké mnoziny.
PopiSeme to podle ¢sti ¢lanku Grajalez (2013), kterd je nazvand The German tank
problem. Piedstavme si, Ze chceme védét, kolik je taxikti v urcitém mésté. Kazdy taxik
ma své Cislo. Predpoklddejme, Ze jsme vidéli taxiky s Cisly 17, 250, 337 a 591. Pokud
tato ¢isla muzeme povaZzovat za ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na mnoziné
{1,2,..., N}, odhad N podle vzorce uvedeného ve vété 7.4 bude

N = Z x 591 — 1 = 737.71.

V praxi bychom toto ¢islo zaokrouhlili, a tak bychom odhadli, Ze taxiki je ve mésté 738.

Odhad poc¢tu taxiki se muze jevit jenom jako h¥icka, ale jsou situace, kdy na takovém
odhadu mohou zaviset zivoty mnoha lidi. V roce 1944 spojenci chystali vylodéni v Nor-
mandii. Zajimalo je, na kolik némeckjch tank tam mohou narazit. Hlavné se obavali
nového némeckého tanku, kterému se fikalo Panther. Ten mél dukladné pancérovani a
velké délo, takZe pied¢il americké Shermany. Spojenci se s Panthery stietli v Italii. Jeli-
koz se tyto tanky zacaly vyrabét teprve nedavno, byla nadéje, ze jich ve Francii bude jen
nékolik malo.

Kazdy tank méa nékolik ¢isel. Ma ¢islo podvozku, ¢islo motoru a ¢islo hlavné. Potiz je,
Ze tato Cisla nejsou na tanku napsana tak velkymi ciframi jako to maji taxiky v Londyné
¢ v New Yorku. Spojenci méli k dispozici jen dva Panthery. Jeden byl ukofistén na Sicilii
a druhy v Rusku. Jak z vybéru o rozsahu 2 odhadnout celkovy pocet vyrobenych tankd,
tak to byl tkol, ktery dostali ameri¢ti statistici.

Cisla podvozki nepomohla. Bylo znamo, %e podvozky vyrabi pét tovaren a ¢isla ne-
tvoti souvislou fadu. Zato skiiné prevodovek méla ¢isla 1, 2, ... Jenze vybér o rozsahu 2
je prilis maly na rozumny odhad poctu N vyrobenych tankd. Nastésti tanky maji pod-
vozkova kola, ktera podpiraji housenkové pasy. Tato kola maji gumové pneumatiky a
ty se lisuji ve formach. Kazda forma ma své ¢islo a to se také vylisuje na pneumatiku.
Forma v8ak nevydrzi nekone¢né dlouho. Statistici si zjistili u britskych vyrobct, po ko-
lika vyliscich je nutné pouzit novou formu s vyssim ¢islem. Panther mél 8 ndprav a na
kazdé 6 podvozkovych kol. U dvou tankt tedy bylo 96 pneumatik. Timto zpisobem se
dospélo k odhadu, ze Némci za jeden mésic vyrabé&ji 270 Pantherti. To bylo mnohem vic,
nez zatim spojenci predpokladali. Plany invaze musely byt zménény. Podrobnéji o této
problematice pojednavé ¢lanek Ruggles, Brodie (1947).

Po valce se zjistilo, Zze v tnoru 1944 Némci vyrobili 276 Pantherti. Odhad statistikt
byl tedy velmi presny.

K této problematice se poji nasledujici ismévna historka. Na stfednim vychodé dostal
plukovnik Trevor Dupuy od izraelského veleni souhlas k prohlidce celé vyrobni linky
Merkava Tank. Plukovnik se zeptal, kolik tankt se tu vyrabi. Bylo mu feceno, ze jde
o tajnou informaci. Pfitom bylo na kazdém podvozku napsano sériové vyrobni ¢islo.



