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Predmluva

Tato publikace je urcena jako ucebni text k dvousemestralni prednasce
Zaklady nelinedrni fyziky a synenergetiky konané obéma autory na Mate-
maticko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Pfednéaska je urcena
v prvé fadé posluchac¢im oboru biofyzika a chemicka fyzika, dale téz oboru
optika a optoelektronika. Vhodné je rovnéz pro posluchace oboru teoreticka
fyzika, pripadné i matematické modelovani. Mize vSak poslouzit i zadjem-
cum z oblasti mimo fyziku. Podminkou je pouze znalost diferencialniho
a integralniho poctu a zakladi teorie diferencialnich rovnic.

Obsah knihy pokryva pfiblizné latku odpfednéasenou béhem zimniho
pujicimi pfi studiu nelinearnich dynamickych soustav a ukazat na nékteré
z metod, které se pri feseni problémt spjatych s dynamikou nelinedrnich
soustav pouzivaji. Z tohoto duivodu uvadime v seznamu literatury pouze
sové omezeni prednasky se projevilo v nutnosti omezeného vybéru latky.
Prestoze skala jevi v nelinearni fyzice je mnohem bohatsi nez v obvykle
pouzivané linearni aproximaci, autofi se byli nuceni omezit pouze na pro-
blematiku nelinedrnich oscilatorti. Diivodem byla nejen ta skutecnost, ze
jde pravdépodobné o historicky nejstarsi studovanou oblast nelinearni dy-
namiky, ale i to, Ze porovnéni s linedrnimi oscildtory, které jsou ¢tenaiim
fyzikalnich obort divérné znamé, umozni ukazat, jak vyskyt nelinearit mo-
difikuje jejich dynamiku.

Problematika nelinearnich soustav s nekoneé¢nym poc¢tem stupnd vol-
nosti (nelinearni vlny, solitony, autovlny a dalsi) vyzaduje samostatnou
znacné rozsahlejsi publikaci. Totéz plati i o deterministickém chaosu a sa-
moorganizaci.

Autofi by uvitali, kdyby tato knizka vyvolala zdjem ¢tenaia o nelinearni
problematiku, ktera v posledni dobé nabyva stale vétsiho uplatnéni v radé
védeckych i technickych oblasti.

Na zavér bychom chtéli podékovat Mgr. Zdenkovi Moravkovi za peclivé
provedeni obrazk® a Mgr. Pavle Fialové za korekturu a jazykovou tpravu
textu.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Historicky prehled

Pohlédneme-li zbézné na historii vytvafeni kvantitativniho obrazu svéta,
zjistime, Ze na pocatku prevazovalo studium nejvyznamnéjsich a nejsta-
bilnéjsich ¢asti — z mechanickych tloh byly naptiklad feSeny problémy
statiky.

Na pocatku soucasného rozvoje fyziky stdlo studium dynamickych pro-
blémt, matematicky zformulované Isaacem Newtonem. Zde se jiz narazelo
na rozmanitost a slozitost fyzikalni problematiky na dynamické trovni. Je
zajimavé, ze fundamentalni tlohy mechaniky — Keplerova tloha v mecha-
nice ¢astic a Eulerova tloha v dynamice kontinua — vedou k typicky neline-
arnim problémiam. Tyto soustavy také vykazuji typické rysy nelinedrniho
chovani. Jmenujme alespon existenci periodickych orbit s velikym poctem
harmonik, zavislost periody obéhu na amplitudé pohybu a nepfedpovéditel-
nost dlouhodobého dynamického chovani pii libovolné malé vnéjsi poruse.

7 matematického hlediska jsou obecné rovnice vétsinou neintegrabilni.
To vede ke snaze vyuzit poruchovych teorii, coz predstavuje pokus popsat
nelinearni interakce pomoci line4drnich rovnic. V tomto pfipadeé se vSak vzdy
jedna o priblizné metody omezené na slabé nelinearity.

Matematické potize pri popisu nelinearnich soustav vedly k formulaci
linearizovanych dynamickych modeld, vyzadujici vsak apriorni predpoklad
slabych poli a malych poruch.

Vzhledem k tomu, co bylo uvedeno vyse, se zajem fyzikl presouval na
uspésnéjsi linedrni teorie, jako jsou Maxwellova teorie elektromagnetického
pole a kvantova mechanika, ktera je rovnéz linearni teorii.
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Linearni teorie maji pii feSeni nesporné vyhody. Je mozno vyuzit plat-
nosti principu superpozice, ktery umoziuje aplikaci odpovidajicich mate-
svéta. Kromé jiného plati i ekvipartiéni teorém, zajistujici rovhomérnou
distribuci excitaci ve studovaném dynamickém systému. Linearni pfistup
vSak predstavuje urc¢itou aproximaci popisu soustavy, kterd obecné nemusi
byt splnéna. Toto se zacalo vyraznéji projevovat od pocatku XX. stoleti,
kdy doslo k vyraznému nartstu aktualnich nelinearnich problém.

Jejich doménou byla vedle fyziky plazmatu také nelinearni akustika
a optika. Problémy nelinearni fyziky se objevily také ve fyzice pevnjch
latek, radiotechnice a s ni spjaté nelinearni radiofyzice. V klasické oblasti
nelinearit — hydrodynamice — byl studovan vznik a vyvoj turbulence. Ne-
linearni problémy se vyskytovaly ve statistické fyzice, nevyhnuly se obecné
relativité a kosmologii a s tim spjaté problematice vyvoje vesmiru a as-
trofyziky. Déale jmenujme namatkou alespon unitarni teorii pole a otazky
kreace a anihilace nelinedrnich ¢éstic.

Tyto a dalsi nelinedrni problémy byly vsak z matematického hlediska
specifické pro kazdou individualni problematiku. Disledkem toho byl nartst
vyznamu nelinedrni matematiky jako nastroje popisu nelinearnich procest
v prirodé.

Zakladem nelinearni dynamiky byl vznik teorie nelinearnich oscilaci.
Ten se datuje do 20. a 30. let XX. stoleti a je neodmyslitelné spjat se jmény
van der Pola, MandelStama a Andronova.

Obdobi do poloviny 60. let XX. stoleti je charakterizovano vybudo-
vanim a postupnym rozvojem kvazilinearni fyziky. Ta se stala typickym
pristupem k feseni nelinearnich problémi. Tento pristup spociva ve vyuziti
osvédcenych postupt linearni fyziky, kdy se nelinearity zapocitavaji jako
malé opravy nebo pomalu se ménici parametry.

Typickym, patrné nejznaméjsim piikladem této metody je teorie kva-
ziharmonického elektrického oscilatoru, vypracovand van der Polem. Déle
vyuzil této metody anglicky fyzik R. Peierls k vypracovani teorie prenosu
tepla v krystalické miizce. Reprezentujeme-li krystalickou miizku souborem
vazanych harmonickych oscilatori, mizeme jeji kmitovy stav popsat nor-
malnimi mody, tzv. fonony. Tento model vSak nepopise tepelnou vodivost.
Proto Peierls popsal krystalickou mfizku jako soubor nelinearnich oscila-
tord. Analogické postupy byly vyuzity i v pfipadé soustav s nekonecnym
poctem stupit volnosti.

V soucasné dobé se nelinedrni dynamika vénuje prevazné teorii silné
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nelinearnich soustav. Vychozim bodem je teorie silné nelinedrnich oscilaci,
kterda ma svij pocatek jiz v pracich H. Poincarého a ktera byla dale rozvi-
nuta Andronovem. V pfipadé silné nelinedrnich soustav je nezbytné zformu-
lovat jejich globalni popis; jejich analyzu nelze omezit na okoli rovnovaznych
linearnich stavi.

1.2 Strucna charakteristika kvazilinearni fyziky

Jak jiz bylo fe¢eno, kvazilinearni pristup znamenal dulezitou etapu vyvoje
nelinearni fyziky, kterd neztratila sviij vyznam ani v soucasné dobé. Proto
je vhodné podat alespon stru¢nou charakteristiku této metody.

Kvazilinearni fyzika vysla ze zkuSenosti ziskanych na zékladé nelineér-
nich oscilaci. Jeji rovnice jsou obvykle formulovany pro parametry slabé
interagujicich linedrnich excitaci nebo modi. Nelinearita je zde chapana
jako mala porucha linedarniho chovani nebo jako pomalu se ménici para-
metr. Disledkem toho je, ze nedochéazi ke kvalitativni zméné hlavni ¢asti
FeSeni, ale k malym zménadm parametri reprezentujicich dynamické mody.
Pritom obvykle pouze jeden z vlastnich modi dava prispévek k nartstu vy-
volaném rezonanci. To je vychozim bodem velmi dilezité van der Polovy-
Bogoljubovovy-Krylovovy metody feSeni kvazilinedrnich rovnic.

Vedle tspésného vyuziti postupd kvazilinearni fyziky v pfipadé studia
diskrétnich soustav (s koneénym poc¢tem stupiiti volnosti), jako byl jiz vyse
zminény van der Poliv oscildtor nebo Peierlsova teorie tepelné vodivosti, se
tento ptistup osvéd¢il i pfi popisu spojité rozlozenych soustav (tj. s nekoneé-
nym poctem stupii volnosti). Jmenujme alespon otédzku generace vyssich
harmonickych v nelinearni optice, generaci koherentniho zafeni v laseru
a popis samofokusace fazové konjugace, vznik nestabilit a evoluci chovani
plazmatu, nelinearni Landautv tlum a zesileni ¢i problém slabych turbu-
lenci at jiz v hydrodynamice ¢i v plazmatu.

Zavérem lze snad fici, Zze hlavni vyznam, ktery ma pro nelinearni fyziku
kvazilinearni pristup, spo¢ivd v moznosti vytvareni novych, jednoduchych
dynamickych modelt jako dtisledku zavedeni nelinearit.

1.3 Strucna charakteristika nelinearni dynamiky

jako teorie silné nelinearnich jevu

Prejdeme-li k dynamice siln€ nelinearnich soustav , pak pro jejich popis jiz
kvazilinearni pfistup nestaci.
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V poslednich 30-ti letech byly feseny silné nelinedrni problémy spjaté
s rovnicemi obecné teorie relativity, unitarni teorie pole, astrofyzikou a vy-
vojem vesmiru, hydrodynamikou vzniku turbulence, anihilaci a kreaci ¢astic
a problematikou slozitych struktur.

V soucasné dobé€ jsou nejaktualnéjsi problémy nelinearni dynamiky:

e Vznik dynamického deterministického chaosu, pfi kterém se studuje
stochastické chovani soustav a vznik podivnych atraktord.

e Vznik a evoluce samoorganizovanych struktur ve slozitych nelineér-
nich otevienych soustavach, které se nachazeji ve stavu vzdaleném od
termodynamické rovnovahy. V nejobecnéjsi roviné se témito otdzkami
zabyva nova védni disciplina, zvand synergetika.

K nejvyznamnéjsim soustavam, ve kterych se vyskytuji samoorgani-
zované struktury patii atmosféra. Studium prostorové casovych struktur
v atmosféfe souvisi s problematikou predpovédi pocasi. Slozité struktury
se objevuji téz v plazmatu pii jeho zah¥ivani. Zivé soustavy vykazuji vznik
casovych nebo prostorové ¢asovych samoorganizovanych struktur na nejriz-
néjsich hierarchickych trovnich. Tyto problémy se objevuji i ve spojitosti
s unitarni teorii pole a evoluc¢ni teorii.

Jak jsme se jiz dfive zminili, vyzaduji soustavy se silnou nelinearitou,
na rozdil od soustav popsatelnych kvazilinedrnim pfistupem, globalni popis.
To se stalo impulzem pro rozvoj nelinedrni matematiky, obecné teorie neli-
nearnich rovnic. Nejvyznamnéjsi vysledky matematickych vyzkumi v této
oblasti byly uéinény v rozvoji teorie solitont a teorie podivnych atraktort.

Konstatovali jsme, ze pocatkem rozvoje dynamiky silné nelinedrnich
soustav bylo zkoumani siln€ nelinearnich oscilaci. Pozdéji se ukazaly nékteré
analogie mezi silné nelinearnimi oscilacemi a silné nelinedrnimi vlnami. Slo
o analogie mezi ¢asovymi pulzacemi oscilaci a prostorovymi pulzacemi ne-
linearnich vln, dale o podobnost mezi oscilacemi a vlnami s prostorovou
strukturou interagujicimi v case a konec¢né analogie mezi procesy interakci
v soustaveé vazanych oscilatori a nestacionarnich vlnovych procesu.

Zasadnim problémem vsak ztistava, do jaké miry je mozno porovnévat
soustavy s nekoneénym poc¢tem stupnu volnosti (tj. spojité soustavy) se
soustavami s koneénym poctem stupnidl volnosti. Tato otézka vsak neni
dosud uspokojivé objasnéna.

Urcité pochopeni ptineslo jednak studium soustav se silnou nelinearitou
a slabou disperzi, jednak soustav se slabou nelinearitou a silnou disperzi.
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Obecné lze Fici, ze nelinearity vedou k deformaci tvaru vlny a k jejimu
naruseni. To nelze objasnit s pomoci modelu s kone¢nym poctem stupnt
ralni reprezentace.

V ptipadé bezdisperzniho prostfedi jsou i slabé harmoniky generované
nelinearitami v rezonanci se zakladni vlnou, takze dochazi k jeji efektivni
excitaci. V disledku toho mtzZe popis procesu vyzadovat zapocteni neko-
necného poc¢tu harmonik.

Je-li prostiedi silné disperzni a vyznacCuje se slabou nelinearitou, pri-
spivéa k synchronizaci (tj. prostorové a ¢asové rezonanci) vyraznym zpuso-
bem pouze malo frekvenci. V tomto pfipadé je pak mozna analogie s osci-
lujicimi systémy s malym poctem stupnti volnosti.

Zaveérem je snad vhodné uvést n€kolik slov o tom, jaky je soucasny
pristup k problematice nelinedrni dynamiky. Lze Fici, Ze v souCasnych me-
todach studia se kombinuji vyrazné analytické metody a kvalitativni teorie
s numerickymi experimenty a modelovanim.

Zustava stale v platnosti Mandelstammuv pristup k nelinedrnim jevtm,
kde na jedné strané jde o pochopeni jednoticich ryst rozmanitych odlisnych
jevil pozorovanim spole¢nych vlastnosti s omezenou presnosti a jejich kom-
binaci a na druhé strané o studium specifické individuality jednotlivych
jevl.

1.4 Nelinearni véda — zobecnéni nelinearni fy-
ziky

Nelinearni fyzika se zabyva studiem nelinearnich fyzikalnich soustav. Neli-
nearni véda se zajimé o obecné dynamické nelinearni soustavy. Pojem dyna-
mické soustavy vznikl zobecnénim pojmu mechanické soustavy. Modelovani
jejitho pohybu diferencidlnimi rovnicemi zavedl Isaac Newton. Newton zfor-
muloval dynamiku soustavy nebeskych téles jako disledek gravita¢niho za-
kona. Tato metoda byla tispésné rozvijena dal$imi generacemi védci a vedla
k formulaci evoluc¢nich rovnic. Jejich feseni bylo vSak ¢asto nemozné vyjad-
fit v natolik jednoduchém algebraickém tvaru, ktery by umoznoval ndzorné
zobrazeni chovani téchto mechanickych soustav.

Zobecnénim tohoto pristupu na jiné soustavy nez fyzikalni — napf¥. che-
mické, biologické, ekonomické, sociologické — dospivame k zavedeni pojmu
dynamické soustavy jako matematického modelu urcité realné soustavy.
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Zpisoby modelovani redlnych systémti mohou byt ovSsem velmi rozma-
nité. Vedle jiz zminénych diferencidlnich rovnic se pouzivaji i funkce, alge-
bra, markovovské fetézce a podobné.

Nelinearni véda se tedy obecné zabyva studiem nelinearnich dynamic-
kych soustav. Nelinearita v soustavé, tj. skutecnost, ze odezva soustavy
neni tmérna urc¢itému vstupnimu signalu, vede obecné k nésledujicim dui-
sledktim:

e V matematickém popisu soustavy je narusen princip superpozice. To
ma za nasledek nepouzitelnost Fourierovy transformace pfi feseni evo-
lucénich rovnic. V dtsledku toho neexistuje jednoduché systematicka
metoda feSeni nelinearnich rovnic.

e Nelinearni soustavy se déle vyznacuji citlivosti na pocatecni pod-
minky, kde jejich mald zména muze vést ke znac¢né odlisnému bu-
doucimu chovani soustavy. Tato skutecnost vede k problému deter-
ministického chaosu.

V fadé pripadi nezname FeSeni rovnic pro popis nelinearnich soustav.
Potom je mozné pouze primo simulovat nelinedrni popis pomoci pocitact.

Nelinearni véda je typicky interdisciplindrni obor. Zékladni teorie a prin-
cipy nelinearnich soustav jsou pouzitelné ve vSech védnich oborech. Proto
lze nelinearni védu povazovat za nové védecké odvétvi prinasejici soubor za-
sadné novych ideji a prekvapujicich vysledkt. Je vytvarena velikou fadou
badatelti v pomérné dlouhém c¢asovém obdobi, které trva dodnes.

Je tfeba vzit v ivahu, Ze nelinearity se vyskytuji v soustavach libovol-
nych rozméri a pohybujicich se libovolnym prostfedim. Proto je lze na roz-
dil od mikrosvéta ¢i relativistickych soustav studovat béznymi prostiedky.
Proto se také tento vstup do nelinearniho svéta nazyva klidna revoluce
v soucasné vede.

1.5 Neékteré hlavni oblasti nelinearni védy

Nelinearita v soustavé predstavuje spoleéného jmenovatele nasledujicich ob-
lasti spadajicich do nelinearni védy.

1.5.1 Fraktaly

Fraktdaly nazyvame prostorové struktury vznikajici v ptrirodé samoseskupe-
nim velikého poctu identickych slozek a vyznacujici se samopodobnosti, tj.
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tim, Ze ¢asti soustavy se v rizné stupnici méfitek podobaji celku (invariance
prostorového métitka). Z fyzikalniho hlediska jsou fraktély, které muzeme
pozorovat v fadé soustav, jak pfirodnich tak i spolecenskych, disledkem
principu samoorganizace pii pusobeni zakona prostorové interakce daného
obecné nelinearni rovnici.

1.5.2 Deterministicky chaos

Deterministicky chaos je dusledkem citlivosti chovani nelinearnich soustav
na malé zmény pocatecnich podminek. Diisledkem toho je, Ze predikce cho-
vani soustavy je mozna pouze v kratkém casovém intervalu; pro delsi ¢asové
intervaly se soustava chova ndhodné. Toto chovani se vyskytuje i u soustav
s malym poctem stupni volnosti. Nejde tedy ani o kvaziperiodicky pohyb
s mnoha periodami ani o ndhodny (statisticky) pohyb ve velice slozitych
soustavéach.

Typickym znakem chaosu, jehoz vznik je vZdy podminén existenci ne-
linearity v soustavé, je existence podivného atraktoru ve fazovém prostoru
nelinearni disipativni soustavy. Tyto podivné atraktory, stejné tak jako je-
jich bazény (tj. oblasti, ze kterych fazové trajektorie koné¢i v atraktoru),
maji velmi Casto fraktalni charakter.

Deterministicky chaos ma vyznam naptiklad pfi kratkodobych piedpo-
védich pocasi nebo sledovani kratkodobych pohybu cen na burze.

Neékdy se v podivném atraktoru vyskytuji nestabilni periodické orbity,
které je vSsak mozno malou poruchou stabilizovat. Pak hovorime o tzv. fize-
ném chaosu, kterého vyuzivame napiiklad pii fizeni mechanickych soustav
nebo v elektronickych systémech; vyskytuje se i v laserech, chemickych sou-
stavach ¢i srdecnich tkéanich.

Historie studia chaotického pohybu je pomérné dlouha. James Clerck
Maxwell studoval chaoticky pohyb molekul modelovanych tuhymi koulemi.
Chaotickym pohybem ve specidlnim pfipadé soustavy tii téles s gravitaéni
interakci se zabyval Henri Poincaré. Od roku 1960 se studiem chaotického
pohybu zabyvaly skupiny matematikti v Moskvé a Berkeley. Intenzity na-
bylo zkouméni chaotického pohybu od roku 1975. V soucasné dobé se de-
terministicky chaos zkoumé jak experimentélné, tak na pocitacovych mo-
delech. Lze Fici, ze deterministicky chaos byl pozorovan ve vsech oblastech
védy. Hlavni snahou pfi jeho studiu je nalezeni spolec¢né ideje matematic-
kého zkoumani a vysledku ziskanych v prirodnich védach. Problémem, na
kterém se pracuje, je vytvareni vhodnych modelt fyzikalnich, biologickych
¢i socidlnich systémt vykazujicich chaotické chovani.
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1.5.3 Vznik a vytvareni struktur

V poslednich 15 letech byla vénovana intenzivni pozornost téz studiu struk-
tur, které vznikaji jak v pfirodnich, tak ve spolecenskych systémech. Hlav-
nimi modely vzniku struktur jsou nestability vzniklé v homogennim pro-
stfedi a dale pak agregace a difuzni rust.

1.5.4 Solitony

Solitony jsou prostorové lokalizované vlny, které se sifi konstantni rych-
losti a zachovévaji neménny tvar jak béhem Sifeni, tak i po srézce s jinym
solitonem.

Fyzikalni podstatou solitonu je kompenzace rozplyvani vinového klubka,
kterd je zplisobena disperzi, zZenim zpusobenym nelinearitou. Solitony se
vyskytuji v uzavienych systémech a jejich popis je vazan na integrabilitu
rovnic popisujicich soustavu.

1.5.5 Bunéc¢né automaty

Automatem zde nazyvame diskrétni dynamickou soustavu, jejiz stav se vy-
viji dle zadanych mistnich pravidel. Mnozinu identickych automatt s ko-
neénym poctem diskrétnich stavi umisténych v bunkach regularnich mtizek
nazyvame bunécnym automatem. V ném zavisi stav automatu v dané bunce
na stavech automatt v buitkach sousednich.

Vyznam bunécénych automatti spociva v tom, ze v disledku diskrét-
nosti vSech veli¢in je mozné piresné modelovani celkového stavu bunééného
automatu a jeho evoluce s pomoci pocitacéi.

Jiz v roce 1940 se Johann von Neumann pokusil vyuzit bunécného
automatu ke zjisténi moznosti existence samoreprodukujicich se pocitaca.
V roce 1970 John Conway navrhl jednoduchy dvojrozmérny bunéény auto-
mat, ktery se nazyva "model populace” (game of life), protoze je schopen
vytvéafet utvary podobné Zivym strukturam.

V soucasné dobé se bunécnych automatii s hexagonalni miizkou vyuziva
k simulaci Navierovych-Stokesovych rovnic (Urcel Frisch, Brost Hasslacker,
Yves Pomeau, 1986). Tato moznost je disledkem platnosti zdkonti zacho-
vani a necitlivosti rovnic na mikroskopické detaily.

Dal$im moznym vyuzitim bunéénych automati je studium proudéni
kapalin poréznimi prostfedimi a simulace fady procest ve fyzikalnich, che-
mickych a biologickych soustavach. Model bunééného automatu poslouzil
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k pokusiim o vytvoreni koncepce studia umélého zivota na zédkladé “model
populace”.

1.5.6 Slozité soustavy

Slozité soustavy se vyskytuji témér ve vSech oblastech, které jsou stie-
dem zajmu soucasného vyzkumu, at jiz jde o problematiku ptivodu Zivota,
otazky evolucni biologie, ekonomie, psychologie ¢i samoorganizace v ne-
rovnovaznych soustavach. Presto dosud neexistuje presna definice slozité
soustavy.

Dtivodem pro to, ze se vytvorila samostatnd védni disciplina, ktera se
zabyvéa teorii slozitych a obecné nelinearnich soustav, je jednak tispéch teo-
rie deterministického chaosu ukazujici moznost spole¢né analyzy jak v pti-
rodnich, tak i spolecenskych védach, jednak dostupnost vypocetni techniky
pro simulace a pocitacové experimenty pii popisu slozitych soustav.

Jak jsme vidéli, metody nelinedrni védy se uplatiuji pfi studiu sou-
stav nejriuznéjsiho puvodu, od fyzikalnich, chemickych pres biologické az ke
spolecenskym soustavam a soustavam uméle vytvorenym lidskou ¢innosti
(ekonomickym, finanénim ¢ technickym).

Proto je jednim z hlavnich dusledkt vzniku nelinedrni védy ukézani
moznosti postupného navratu k jednoté védy, rozdélené stale rostouci spe-
cializaci na jednotlivé discipliny.



