Kapitola 5

Modelové dynamické
soustavy se dvéma
stavovymi proménnymi

V predchozi kapitole jsme studovali vlastnosti nékterych nelinearnich dyna-
mickych soustav na zédkladé avah, které vsak byly casto spise kvalitativniho
razu. Chceme-li vyjadrit zavislosti mezi veli¢inami, které charakterizuji dy-
namiku soustavy kvantitativné, musime znét feseni nelinearnich evolucnich
rovnic piesné nebo alespon priblizné. Vidéli jsme, Ze v piipadé Duffingova
oscildtoru a matematického kyvadla lze pfesné feseni zapsat pomoci po-
mérné slozitych specidlnich funkci, kterymi byly eliptické funkce.

Radu dtlezitych vlastnosti nelinearnich oscilujicich soustav vak lze de-
monstrovat pomoci dynamickych soustav, které maji tu vlastnost, ze pfesna
feSeni jejich evoluénich rovnic lze vyjadrit pomoci elementarnich funkci.

Ukazuje se, ze v pfipadé soustav se dvéma stavovymi proménnymi ¢; (t)
a qa2(t) je vhodné zavést jedinou komplexni stavovou proménnou ) (t) defi-
novanou vztahem

P(t) = qu(t) +iga(?).
Evoluéni rovnice se pak redukuji na jednu komplexni rovnici

D(t) = d1(t) +id2(t) = Ni(q1, q2) + iNa(q1, g2),

kde N(q1,q2) = (N1(q1,q2), N2(q1, q2)) je vektor toku fazové kapaliny uva-
zované dynamické soustavy.
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Abychom ukazali, jak lze tyto modely konstruovat, zvolime nejprve li-
nearni konzervativni modelovou dynamickou soustavu odpovidajici linear-
nimu harmonickému oscilatoru.

5.1 Komplexni evolu¢ni rovnice harmonického os-
cilatoru

Pti vySetfovani linearniho harmonického oscilatoru jsme pro vektor toku

fazové kapaliny pouzivali vyraz N(q1,q2) = (g2, —wiq1), kde stavova pro-

ménnd ¢; odpovidala soufadnici oscilatoru a g2 = ¢1 jeho hybnosti (uvazo-

vali jsme jednotkovou hmotnost).

Pro nasi modelovou soustavu zvolime symetri¢téjsi tvar tohoto vektoru
ve tvaru

N(q1, g2, wo) = (woq2, —woq1)-
Komplexni evoluéni rovnici nalezneme snadno, nebot
() = woga(t) — dwoqu () = —iwo(q1(t) + iga(t)).

Mitzeme tedy evolu¢ni rovnici napsat ve tvaru

ih(t) = worp(t). (5.1)

Ze tato evoluc¢ni rovnice skutec¢né odpovida linedrnimu oscilatoru, ovéfime
snadno, rozepiSeme-li tuto evoluéni rovnici pro obé stavové proménné

g1 = woq2,

G2 = —woq1.-

Odtud vyplyva pohybova rovnice linedrniho harmonického oscilatoru
i1 +wiq = 0.

Prvni integral této rovnice, vyjadiujici energii oscilatoru H, je roven
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Pii tomto zptisobu zépisu miZzeme komplexni funkce 1*(¢) a 1 (t) chapat
jako klasickou analogii kreac¢nich a anihila¢nich operatort kvant excitace,
které se vyskytuji v kvantové mechanice. Potom ¢tverec modulu funkce
¥(t)

N =" (t)y(t)

lze chapat jako miru excitace oscildtoru (v kvantové mechanice tomu od-
povidé operéator poc¢tu ¢astic). V disledku konzervativnosti harmonického
oscilatoru nezavisi N na case.

Modelovou soustavu c¢asto definujeme tak, ze postulujeme jeji lagran-
gian L. Ten souvisi v klasické mechanice s hamiltonidnem H vztahem

. OL .
L(gi; Gi) = i 37(]1% -
V nasem pripadé vystupuji jako proménné v lagrangianu komplexni funkce
W, * p,*. V pripadé nedisipativni soustavy pozadujeme realnost lagran-
gidnu a rovnéz jeho symetrii vzhledem k zaméné v a ¢*, resp. ¥ a ¥*. Tyto
podminky spliiuje lagrangian, ktery volime ve tvaru

0 x W0,k . 1
L(, ", 1, 0%) = i (00" — 9d") — Swiful®
Lagrangeova rovnice, ve které vystupuje tento lagrangian,

doL oL _
dt oo Op*

pak skutecné odpovida linearnimu oscilatoru, protoze

8L . .Wo
ol a?
a 2
oL _wo s W
gor v v

Odtud dostavame Lagrangeovu rovnici ve tvaru
wo . ;
_?(“/} - Wow) = 07

coze vede k evolu¢ni rovnici (5.1).
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Porovname-li zvoleny lagrangian s klasickou Lagrangeovou funkci, mi-
7eme Fici, ze vyrazu Y(OL/04)¢ odpovida &len (i/4)wo(ip* — vi)*) a H
pak odpovida (1/2)wd|t|?, coz je skuteéné energie linearnfho oscildtoru.

Poznamenejme jesté, ze Lagrangeova funkce je definovdna az na libo-
volny soucinitel. Ten neovliviiuje tvar pohybové rovnice, méni vsak vyraz
pro energii soustavy. Kdybychom napiiklad zvolili Lagrangeovu funkci L =
(2/wo)L, dostali bychom renormalizovany vyraz pro energii H = wpl|t)|?,
coz se v nékterych piipadech téz pouziva.

Popis soustavy pomoci komplexni stavové proménné a prislusné evoluc¢ni
rovnice umoznuje snadno zjistit zédkladni rysy dynamiky studované sou-
stavy. Zapiseme-li komplexni stavovou proménnou v exponencidlnim tvaru

P(t) = a(t) explip(t)];

kde a(t) a ¢(t) jsou realné funkce, piejde evolu¢ni rovnice na tvar

ia(t) — a(t)p(t) = woa(t).

Rozdélenim na redlnou a imaginarni ¢ast dostaneme

@(t) = wo,

z ¢ehoz plyne
¢(t) = wot + o,

a(t) = konst = V/N.

Velikost konstanty v posledni rovnici je diisledkem vztahu N = ¢*1. ReSeni
evoluéni rovnice

(1) = VN expli(wot + o)]

nam fiké, ze dynamicka soustava vykonévé periodicky pohyb s konstantni
amplitudou vV N a konstantni tthlovou frekvenci wy.

5.2 Nelinearni nedisipativni oscilator

Pri hledani komplexni evoluéni rovnice pro nelinearni oscilator bez disi-
pace energie miizeme vyjit z lagrangianu oscildtoru, v némz odpovidajici
energii soustavy doplnime ¢lenem vyssiho fadu v komplexni proménné .
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Abychom zachovali symetrii soustavy, pfiddme dalsi sudou mocninu ||,
takZe budeme lagrangian predpokladat ve tvaru

. . ) . . 2
L(, 0%, 0%) = 2 (" — i) — Dl + Sl

kde o > 0. . .

Zde opét vidime, ze OL/0(Y*) = —i(wo/4)1, takze d/dt[OL/(0y*)] =
—i(wo/4)Y a déle OL/OY* = i(wo/4)1 — (wE/2)y + al|*h. Dosazenim do
Lagrangeovy rovnice pak dostaneme

d OL 0L wo[ .. 200, 9

digy o0 2 —Z¢+(WO—JO‘¢| )| =0.
Oznacime-li § = (2a)/wp > 0, dostaneme komplexni evolu¢ni rovnici pro
nelinedrni oscilujici dynamickou soustavu v obecném tvaru

iy = (wo — WP, B> 0. (5.2)

Energie této dynamické soustavy, ktera zde opét reprezentuje prvni integral,
tj. veli¢inu, kterad se zachovava, je rovna

1 o} 1
H = 5008’1/1\2 - 5’"‘/’\4 = g(w(z) —aN)N.

Charakter dynamiky této soustavy opét snadno nahlédneme, vyjadiime-li
opét komplexni stavovou proménnou v komplexnim tvaru

»(t) = a(t) explip(t)]

s redlnymi funkcemi a(t) a ¢(t). Dosazenim do evoluéni rovnice (5.2) do-
staneme

ia(t) — a(t)p(t) = (wo — Ba*(t))a(t),
coZ vede k rovnicim

a=20,
gb:wo—ﬁaQ.

Amplituda kmitu a zde zlstava opét konstantni, pfi¢emz
a=VN,

funkce ¢(t) je linearni funkei ¢asu

©(t) = (wo — BN)t + @0,



