Kapitola 6

Elementarni funkce

6.1 Uvod: zakladni vlastnosti funkci

A7 dosud jsme vlastné, az na drobné vyjimky, témér zadné konkrétni funkce
nezavedli. Pokusime se to nyni napravit, nejdiive vSak né€které véci pfipomeneme.

Poznamka 6.1.1. Dosud jsme pracovali s identitou (Definice 1.4.6), s mocninami s ne-
zdpornym celym exponentem a s polynomy (Definice 4.1.9) a s nékterymi dal§imi funk-
cemi (p-t4 odmocnina pro p € N, jednoduchymi raciondlnimi funkcemi (viz nize), s Di-
richletovou a s Riemannovou funkci, atp.). Jsou to vesmés funkce algebraické: zhruba
feceno, k jejich definici nepotfebujeme limitni proces. V této kapitole zavedeme mj. dalsi
elementdrni funkce, coz je sice cosi presné nedefinovaného, nicméné jde o funkce velmi
dilezité. Nékteré jejich vlastnosti intuitivné chapeme diky stfedoskolskym poznatkim,
ale je jesté mnoho véci, které o nich nevime.

Definice 6.1.2. Jestlize pro funkci f a jeji defini¢ni obor D, plati
(x € Dy = —x € Dy) azaroven f(—z)=f(z),

pak fikdme, Ze f je sudd funkce. Podobné, jestlize pro funkci f a jeji defini¢ni
obor Dy plati

(x € Dy = —x € Dy) azaroven f(—z)=—f(z),
pak fikame, ze f je lichd funkce.

Definice 6.1.3. Jestlize existuje a € R tak, ze pro funkci f a jeji defini¢ni obor
Dy plati

(xeDy=>ax+ta€Dy) azirovei f(z)=f(z+a)=f(z—a),

pak fikdme, Ze a je periodou funkce f. Mnozinu vSech period funkce f oznac¢me G.
Ziejmé vzdy plati 0 € G ¢. Pokud obsahuje Gy vice nez jeden prvek, je nekone¢na,
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protoze
f@) = fea) = fle£2a) = -

Snadno se ukaze, ze G ¢ je mnozina uzaviena vzhledem ke s¢itani i od¢itani. Je-li
G ¢ nekonecnd, pak fikdme, Ze f je periodicka funkce.

Piiklad 6.1.4. Je-li f konstantni funkce, je Gy = R. Tento piiklad je ovSem
trividlni.

Piiklad 6.1.5. Pokud oznacime G}' mnozinu vSech kladngch period f, plati
(inf G} =w>0)=>weqG}.

To se dokaze sporem: pokud by platilo w ¢ G, existovala by posloupnost {a,} prvki
G;{ takova, Ze a, — w. Tato posloupnost by byla cauchyovskéd a rozdily jejich prvka
s ohledem na vlastnosti G;{ by lezely rovnéz v Gy. Existovala by tedy perioda w; takova,
pro kterou by platilo 0 < w1 < w, coz je hledany spor.

Definice 6.1.6. Je-li a nejmens? kladnd perioda funkce f, budeme fikat, ze f je
a-periodickd funkce. Nékdy se a nazyva hlavni perioda funkce f. Pfedchozi priklad
ukazuje, ze tato definice je korektni.

Priklad 6.1.7. Riemannova funkce p z Prikladu 4.2.9 je periodickd. Snadno nahléd-
neme, ze kazdé a € Z je jeji periodou a ze zadné jiné periody nemé. Je to tedy
1-periodicka funkce. Naproti tomu pro Dirichletovu funkci § z Piikladu 4.1.5 jsou pe-
riodami vSechna ¢isla z Q a tedy & nemd nejmensi kladnou periodu. Obé funkce jsou
sudé. Upozornujeme c¢tenare na fakt, Zze Riemannova funkce, kterd md nejmensi klad-
nou periodu, je v nékterych bodech spojita. Naproti tomu Dirichletova funkce nemd
nejmenst kladnou periodu, nemé vsak také zadny bod spojitosti. Tyto zdanlivé mélo
souvisejici véci jsou ve skutecnosti na sobé zavislé: je-li periodickd nekonstantni funkce
spojitd alespori v jednom bodé, md nejmensi kladnou periodu.

Poznamky 6.1.8. 1. Konstantni funkce a také identita Id : x — z, x € R, jsou
funkce spojité na R. Specialni oznaceni pro identitu se vétSinou neuziva a tak se
pracuje s funkcemi z nebo 22 apod. ') Pak ale nemtizeme v nékterych pripadech
rozligovat napi. mezi funkci f(z) = 22 a hodnotou této funkce v bodé x. Piesng;jsi
oznacCeni je naopak tézkopadné, a tak volime kompromis: mezi funkci a jejimi
hodnotami v takovém ptipadé rozliSujeme podle souvislosti. Neni to slozité, ale
vyzaduje to od ¢tenafe jistou pozornost.

Mocniny z” s celym nezapornym exponentem n jsme zavedli induktivné; také
ony jsou spojitymi funkcemi na R; na intervalu [0, 4+00) jsou pro n > 1 rostouci
a tedy prosté. Mocniny se sudym n jsou sudymi funkcemi, mocniny s lichym n
jsou liché funkce. Odtud mj. vyplyvd, Ze jiz nelze ,zvétsit interval“ [0, 00), na
némz jsou sudé mocniny (kromé x° = 1) prosté. Naproti tomu liché mocniny jsou
vesmeés rostouci a prosté na celém R.

1) S oznagenim Id se pracuje napi. v uéebnim textu [3].
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2. Priklad 2.4.15 ndm umoziuje pomérné brzo zavést odmocniny; slouzi k uréeni
jejich definiéniho oboru. Neni proto nutné mit k jejich zavedeni hlubsi véty o spo-
jitych funkcich (nap¥. Vétu 4.3.37). Piiklad 2.4.15 ukazuje, Zze pro kaZdé a > 0
existuje T{/E. K mocnindm s n, n > 1 definujeme inverzni funkce

x— \x, xe[0,00).

Ty nazyvame n-té odmocniny. Poznamenejme, ze nékdy se pro lichd n zavadéji
n-té odmocniny na celém R. Na trovni stfedni Skoly neni vibec zfejmé, ze plati
22 : [0,00) 23 [0,00), tedy Ze jde o zobrazeni na; proto by se to také jako ziejmy
fakt nemélo prezentovat. K mocnindm a odmocnindm se vSak jesté vratime.

3. Pomoci mocnin jsme zavedli polynomy, coz jsou opét funkce spojité na R. Ex-
ponent nejvyssi mocniny, kterd se v polynomu vyskytuje s koeficientem # 0, se
nazyva stuperi polynomu. Casto timto koeficientem cely polynom délime a pracu-
jeme s polynomem, ktery mé u nejvyssi mocniny koeficient 1. Polynom s touto
vlastnosti (budeme fikat, Ze je v normdlnim tvaru) stupné 1, ktery nabyva hod-
noty 0 v bodé z; je jednoznaéné uréen: je to polynom P(z) = (x — x1), € R.
Ma-li polynom v norméalnim tvaru n realnych kofend a je stupné n, je opét jed-
noznacné urcen. Je to polynom

Plx)=(x—z1)(x —x2) (. —xp_1)(x — 2p) .

Tyto véci povazujeme za znamé z algebry.

4. Nékolikrat jsem pracovali i s podily polynomu. Ty tvori dalsi ddlezitou t¥idu
funkci, kterou zavedeme v nasledujici definici.

Definice 6.1.9. Funkce R(z) = P(x)/Q(x), kde P, Q jsou polynomy v proménné
x a polynom @) neni identicky roven 0, se nazyvaji funkce raciondlni; nékdy se
uziva i nazev raciondlni lomené funkce. Nejjednodussimi z nich jsou kromé po-
lynomi (v tom pfipadé je jmenovatel @ nenulovy polynom stupné 0) mocniny
s celym zdporngm exponentem: x~™ = 1/z™, kde n € N. Snadno nahlédneme,
ze tyto funkce jsou spojité na svém definiénim oboru R\ {0}. VSechny racionalni
funkce jsou spojité ve svém definiénim oboru Dg, kterym je komplement mnoziny
nulovych bodu (kofenti) jmenovatele Q.

Algebraickymi operacemi a eventudlné sklddanim funkci ziskdme z téchto funkci
funkce slozit&jsi. VSechny takové funkce jsou algebraické (viz nasledujici Pozndmka), my
vSak potfebujeme zavést i nékteré funkce transcendentni (takovou funkci je napf. log;
s touto funkci se ¢étenaf patrné setkal na stfedni skole), tj. takové, k jejichz definici je
nutnd néjaka forma limitniho pfechodu. Limitni pfechod miize byt skryt napf. v pouziti
fad, integralu nebo diferencialnich rovnic. Cim pokrodilejsi aparat mame k dispozici, tim
lze zavedeni téchto funkci zvladnout jednoduseji.

Poznamka 6.1.10. Z hlediska dnesnich narokt na pfresnost uvedené nepiesné charak-
teristiky neobstoji. Uvedme proto pfesnéjsi popis. Necht je dana funkce f. Necht existuje



