Kapitola

Interpolace funkci pomoci
polynomu

2.1 Polynomialni interpolace

V této ¢asti se budeme zabyvat nasledujicim problémem: Necht je dén interval
[a,b], v némz jsou ddny body a = 9 < 27 < ... < x, = b a predepsané
hodnoty f(zo),..., f(zn), kde n je piirozené &islo. Hleddme funkci p daného
typu, kterd vyhovuje podminkdm p(z;) = f(z;), ¢ = 0,...,n. Piikladem je
Lagrangetiv interpolacni polynom p,, stupné nejvyse n, pro ktery je p,(x;) =
f(z;),i=0,...,n. Pro takovyto polynom existuje jednoduché vyjadieni pomoci
vhodnych bézovych funkei {'(z),i = 0,...,n zvolenych tak, ze [;(x;) = J;;.
Takovéto funkce lze pro n > 1 vyjadrit ve tvaru

)= I —=
0<j<n

J#i

IZ‘—Z‘]‘

Pro n = 0 definujeme jednoduse IJ(z) = 1. Lagrangetiv interpolaéni polynom
muzeme nyni napsat ve tvaru

n

pa(@) = 3 Fla)l} (2).

=0

Pro ptesnost aproximace dostateéné hladké funkce takovymto polynomem ma-
me nésledujici vétu:

Véta 1 Necht n je prirozené éislo. Je-li f € C""1([a,b]), xo,...,2n € [a,b]
jsou navzdjem rizné, pak pro kaZdé x € [a,b] existuje £ € (a,b) tak, Ze

1 (n -
f(l")—Pn(x)zm H 3'1;[0 T — ).
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Je-li aproximovand funkce dokonce tiidy C'°° a m4 stejné omezené derivace,
dostavame nasledujici vysledek.

Dusledek 1 Bud’ f € C*®([a,b]), |f®| < CK* v [a,b] pro vsechna k =
0,1,..., s konstantami C, K > 0. Pak

Kn—i—l (b _ (l)n+1

(@) <C 0.
x| f(z) = pu(@)] < S
Tudiz, p, — f v [a,b] pron — oo.
Cviceni 1 Uvazujme funkei f(x) = sinz na intervalu [0,1]. Jaké nejvétsi

chyby se muzeme dopustit, aproximujeme-li f pomoci pg?

Pokazdé vsak nedosdhneme tak vynikajici aproximace. Pfikladem muze
byt funkce f(x) = ﬁ na intervalu [—5,5]. D4 se dokdzat, Ze pro inter-
polaéni polynomy p, s uzly v bodech ekvidistantniho déleni je posloupnost
{If = pullea.p) b o1 neomezena.

Poznamejme také, ze Lagrangeova interpolace je zna¢né nepraktickd a vy-
pocetné naroéna pro vyssi stupné n a nehodi se tudiz k interpolaci velkych sad
dat.

2.2 Po castech polynomialni interpolace

Jednou z nevyhod aproximace interpolaé¢nim polynomem je skutecnost, ze hod-
noty interpola¢niho polynomu jsou silné ovlivnény hodnotami funkce f i ve
vzdalenych uzlech. To zpusobuje, ze interpola¢ni polynom muze silné oscilovat.
Tuto potiz muzeme odstranit tak, ze funkci f budeme aproximovat pomoci
polynomu po éastech. To znamend, ze funkce f je aproximovana v intervalu
[a,b] pomoci funkce ¢ takové, ze ¥|z, «,,,] j6 vhodny polynom. Vétsinou se
navic pozaduje, aby ¢ byla tifdy C* pro dané k. Takovou funkci ¢ nazyvame
spline.

Nejjednodussim pifpadem (k = 0) je aproximace pomoci funkce po ¢dstech
linearni, jejimz grafem je lomend ¢éra. V praxi je vétsinou tieba lepsi aproxi-
mace. Pfijatelnym feSenim je tzv. kubicky spline.

Definice 1 Nechf @ = 29 < 21 < ... < z, = b. Rekneme, ze funkce ¢ :
[x0,zn] — IR je kubicky spline, jestlize

(1) p e Cz([l’o,fn]),
(ii) Proi=0,...,n—1 je ¢|[z, 4., polynom stupné nejvyse 3.

Rikédme, 7e ¢ je kubicky interpolacni spline k f v bodech z, ... x,, jestlize jsou
navic splnény podminky ¢(x;) = f(z;),i =0,...,n.
Restrikei ¢ na [z;, z;41] oznacime ;. Funkci p; 1ze psit ve tvaru

i) = a; + bi(x — z5) + ci(x — 23)* + di(x — x4)3.
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Funkce ¢ je tedy urcena celkem 4n parametry. Podminky z definice kubického
interpola¢éniho splinu ndm vsak dévaji jen 4n — 2 podminek (hodnoty funkce
¢ v bodech g, ...,z, a spojitost ¢,¢’, " v bodech x1,...2,). D4 se tedy
ocekavat, ze budeme muset jesté dva parametry zvolit. Nejcastéji se pouzivaji
okrajové podminky v krajnich bodech xgy a z,, a to tii typu:

/

(@) ¢'(x0) = fo, ¢'(xn) = f1,
(B) ¢"(wo) = fo, " (@n) = [,
(7) #"(x0) =0, ¢"(xn) =0,

kde f{, f1, fy, fI jsou zadand data. Kubicky interpola¢ni spline uréeny podmin-
kou () se nazyvé prirozeny spline. Zvlastni zminku zasluhuje také periodickd
interpolace periodickych funkei. V takovém piipadé se voli okrajové podminky
napiiklad ve tvaru

"

@(z0) = @(xn), ¢'(x0) = ¢'(xn), ¢"(20) = ¢"(xn), ¢ (w0) = " (20).

2.2.1 Konstrukce kubického splinu

Budeme konstruovat kubicky interpolaéni spline uréeny podminkou (3) (jiz je
(7) specidlnim pifpadem). Predpoklddejme nejprve, ze jiz zndme ¢isla M; =
O’ (x;), tzv. momenty splinu. Funkce ¢” je spojitd a po ¢dstech linedrni. Ozna-
¢ime-li h; = 2,41 — x;, potom pro z € [z;,x;11] méme

—

T — T Tiy1 — X

X
ol (x) = My + (M1 — Mi)xi+1 = M — o M (2.2.1)
Integraci dostaneme funkce ¢} a ¢;:
A _ 2 _ n)\2
@) = —apE T Eow) 2.2.2
@i(x) gh T Mg (2.2.2)
. _ 3 _ »\3
pi(x) = M% + Miﬂ% + Ai(w — ;) + By. (2.2.3)

Pomoci zndmych hodnot ¢;(z;) = f(z;), @i(xir1) = f(xi41) uréime konstanty

A; a B;: f(x;) = £ M;h? + B;. Tudiz,

B; = f(x;) — %Mihf. (2.2.4)
Déle, f(zi41) = gMip1hi + Aihi + B; a tedy
f@iv1) = flai) M

A= (f(l’iﬂ) — —M;1h7 — Bi) = E(Mi“ - M;).
(2.2.5)
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Zbyva urcit hodnoty momentu M;. My a M, mame zadané, ostatni vypo-
¢teme ze spojitosti derivace ¢’ v bodech z;,7 = 1,...,n — 1, coz znamen4, Ze
Oi(ri+) = i1 (x;—). Podle (2.2.2) mdme

1

i (ri—) = iMihi—l +A4,,=
1 flx) — f(wimy)  hio
= SMh;— - M; — M;—
5 hi—1 + o 6 ( 1)
, 1
pilwit) = _iMihi +A; =

_ Yapp o f@e) = fl) h o .
= —Mihi+ m 5 (Mi1 = My).

7 rovnosti obou derivaci dostaneme po tpravéch

M, hi6‘1 + M, (h‘l;h) + Mi+1% (2.2.6)
_ f@ip) = fl@)  f@i) — f(@iea)
B h; hi—1 .

.. . _ hi—a o o h; . -
Oznacime-li \; = ==, pi = 1 =\ = 7=, lze rovnici (2.2.6) prepsat ve
tvaru

kde g; je pravd strana rovnice (2.2.6) vyndsobend vyrazem ﬁ Dostavame
71— T

soustavu

2My + pi Mo = g1—Afo
AoMy +2Ms + puaMs = go
>\3M2 + 2M3 + M3M4 = g3 (228)
)\nfan72 + 2Mn,1 = Ggn—1— ,U/nflfr/y,/~

Definice 2 Rekneme, 7ze matice A = (aij)f j—1 je ostie diagondlné dominantni,
jestlize
n

laii| > lai;]  proi=1,...n. (2.2.9)

j=1

J#i
Dokézeme-li nyni existenci a jednozna¢nost feSeni soustavy (2.2.8), budeme
hotovi. V§imnéme si, ze vSechny prvky matice soustavy jsou nezdporné, prvky
na diagonale jsou vzdy 2, zatimco soucet vSech ostatnich prvkua v libovolném

radku je mezi 0 a 1. Matice je tedy ostie diagonalné dominantni a tudiz
regularni.
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Cviceni 2 Dokazte, ze kazd4 ostie diagonalné dominantni matice je regularni.

Matice soustavy (2.2.8) je navic tfidiagondlni, na které se pomeérné jednoduse
provadi eliminace. Soustava vypadd takto (uvazujeme obecny piipad — matici
n X mn):

aiy C1 0 e 0
Y1 dy
b 0
1 G2 C2 Yo ds
0 [N bn_g Ap—1 Cp—-1
0 ... 0 by oan Yn dn-

Pfi pfimém chodu Gaussovy eliminace (tvorba horni trojihelnikové matice)
zmizi vSechny prvky b; a na diagondle se postupné objevi cleny A;; = n;, kde

bi—1
Ti—1

b1 3 )
m = ay, 7722062—77617 obecné 7; = a; — Ci—1 (z:2a"'7n)>
1

a ve vektoru pravych stran analogicky vzniknou ¢isla &;, kde

b . bi— .
§1:d17 52:d2_71§1’ obecné gi:di_ : 1€i—1 (122,...,71).
m i—1
Dostaneme tedy soustavu
m c 0 0
1 &1
0 c 0
oo Y2 &2
0 ... 0 1 Cp— ’ :
0 0 77710 ! ;; ! Yn &ns
z niZ uz snadno vypocitdme neznamé y;:
Yn = §7n7 Yn—1 = Sn1 = Cnotbn Cn71yn’ obecné y; = §i = CiYir1 (i=1,...,n—1).
Tn Mn—1 i

Je mozné dokazat, ze pro ostie diagondlné dominantni matici vyjdou po elim-
inaci prvky na diagondle nenulové.

2.2.2 Odhad chyby

Zabyvejme se nyni otazkou, jaké chyby se dopustime, aproximujeme-li funkci in-
terpola¢nim kubickym splinem. Zhruba feceno, je-li f dostateéné hladka v [a, b]
a déleni intervalu neomezené zjemnujeme vhodnym zpusobem, pak interpolaéni
kubické spliny konvergujf stejnomérné k f (pfipadné i s nékterymi derivacemi).
Presnou formulaci tohoto vysledku dava nésledujici véta, kterou uvedeme bez
dikazu (viz napi. [9]).



