
Kapitola 4

Numerické metody
optimalizace

V této kapitole se věnujeme výkladu základ̊u konvexńı analýzy v IRn a základ-
ńım numerickým metodám pro hledáńı minima (lokálńıho minima) funkćı v́ıce
proměnných. Na začátku uved’me dva př́ıklady.

Př́ıklad 12 Prokládáńı křivek naměřenými daty: Máme zadány hodnoty xi,
yi (i = 1, . . . , r, x1 < . . . < xr). Hledáme funkci f = f(α1, . . . , αn, x) závislou
na konečně mnoha parametrech α1, . . . , αn tak, aby jej́ı hodnoty v xi byly co
nejbĺıže k yi. Použijeme-li metodu nejmenš́ıch čtverc̊u, je třeba minimalizovat
funkci

J(α1, . . . , αn) =
r∑

i=1

(f(α1, . . . , αn, xi) − yi)2.

Př́ıklad 13 Optimalizace tvaru radiátoru ústředńıho topeńı: Snaž́ıme se naj́ıt
co nejvýhodněǰśı tvar pr̊uřezu žebra. Tento tvar můžeme reprezentovat uzavře-
nou křivkou okolo počátku. Protože chceme, aby tato křivka byla symetrická,
můžeme ji reprezentovat pomoćı nezáporné funkce p : [0, b] → [0, +∞). Tvar
žebra pak vznikne doplněńım grafu této funkce o části souměrně s ńım sdružené
podle počátku a obou os. Rozložeńı teploty T bude splňovat rovnici pro vedeńı
tepla ve tvaru1

d
dx

(
p(x)

dT

dx

)
= a

√
1 +

(
dp

dx

)2

· T

s okrajovými podmı́nkami T (0) = T0, T (b) = Tb, kde a je konstanta závisej́ıćı
na vlastnostech materiálu. Celkové množstv́ı tepla uvolněného do okoĺı je

I = 2
∫ b

0

kTdx,

1Tento př́ıklad má pouze ilustrovat, jak se složitěǰśı praktický problém převád́ı na stan-
dardńı situaci hledáńı minima funkce několika proměnných
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kde k > 0 je opět konstanta závisej́ıćı na vlastnostech materiálu. Úkolem je
naj́ıt funkci p takovou, aby hodnota funkcionálu I(p) byla maximálńı, tedy
aby hodnota F (p) = −I(p) byla minimálńı. Přesněji řečeno, hledáme funkci
p∗ ∈ C1([0, b]) tak, aby

F (p∗) = min
p∈C1([0,b])

F (p)

a zároveň p(b) = 0, p(0) = K > 0 (K je zadáno) a p > 0 na [0, b). Označ́ıme-li U
množinu všech takových funkćı (bez požadavku minimality), hledáme minimum
funkce F na množině U . Takto formulovaná úloha spadá do odvětv́ı matem-
atiky zvaného optimálńı ř́ızeńı. Pro použit́ı numerických metod se muśıme ještě
omezit na nějakou množinu Ũ ⊂ U funkćı určenou konečně mnoha parame-
try u1, . . . , un. Každé takové n-tici parametr̊u přǐrad́ıme funkci p ∈ U , k té
vypočteme teplotu T , hodnoty I(p) a F (p) a polož́ıme F̃ (u1, . . . , un) := F (p).
T́ım už jsme úlohu převedli na problém minimalizace funkce F̃ : IRn → IR.

V obou př́ıpadech jsme dospěli k úloze minimalizovat reálnou funkci n
proměnných. Je vidět, že tato úloha má řadu praktických aplikaćı. Podobně
jako u diferenciálńıch rovnic explicitńı vzorce pro minimalizaci funkćı v netri-
viálniche př́ıpadech neexistuj́ı. Proto byly vyvinuty r̊uzné numerické minimal-
izačńı algoritmy.

4.1 Základy konvexńı analýzy

V této části uvedeme některé základńı pojmy a výsledky konvexńı analýzy,
které se využ́ıvaj́ı při numerickém hledáńı extrémů. V daľśım bude U podmnoži-
na IRn a J zobrazeńı U do IR. V daľśım bude symbol ‖ · ‖ značit eukleidovskou
normu v prostoru IRn.

Definice 18 Hodnotu J(ū), ū ∈ U nazveme (absolutńım, globálńım) minimem
funkce J na U , jestliže nerovnost J(u) ≥ J(ū) plat́ı pro všechna u ∈ U . Bod ū
nazýváme bod minima, ṕı̌seme J(ū) = minU J nebo ū = arg minU J .

Hodnotu J(ū), ū ∈ U nazveme lokálńım minimem funkce J , jestliže existuje
okoĺı V (ū) bodu ū takové, že J(ū) je (globálńım) minimem J na U ∩V (ū). Bod
ū se pak nazývá bodem lokálńıho minima.

Z matematické analýzy známe následuj́ıćı výsledek.

Věta 15 Bud’ U ⊂ IRn omezená, uzavřená množina a J : U → IR spojitá
funkce. Potom J nabývá na U minima.

Definice 19 Necht’ U ⊂ IRn je neomezená množina a J : U → IR. Řekneme,
že funkce J je koercivńı, jestliže

lim
‖u‖→∞

u∈U

J(u) = +∞.
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Věta 16 Necht’ U ⊂ IRn je neomezená, uzavřená množina. Bud’ J : U → IR
spojitá a koercivńı. Pak J nabývá na U minima.
D̊ukaz: Necht’ a ∈ U . Z podmı́nky koercivity vyplývá, že existuje takové
R > 0, že

a ∈ B(0, R) ∩ U 	= ∅, ∀u ∈ U \ B(0, R) : J(u) ≥ J(a) +
π

17
,

kde B(0, R) označuje uzavřenou kouli se středem v počátku a poloměrem R.
Označ́ıme-li K = U ∩ B(0, R), nabývá J na K podle minulé věty v nějakém
bodě ū minima. Pak je ale pro u ∈ U \ B(0, R)

J(u) ≥ J(a) +
π

17
> J(a) ≥ J(ū)

a hodnota J(ū) je tedy minimem na celé množině U . �
Necht’ U ⊂ IRn je otevřená, J ∈ C1(U). Pak pro každé u ∈ U , ϕ ∈ IRn

existuje směrová derivace

J ′(u, ϕ) = lim
θ→0

J(u + θϕ) − J(u)
θ

.

Jej́ı hodnota je rovna ∇J(u) . ϕ, kde

∇J(u) = gradJ(u) =
(

∂J

∂u1
(u), . . . ,

∂J

∂un
(u)

)T

je gradient funkce J .
Připomeňme, že množinu U ⊂ IRn nazýváme konvexńı, jestliže plat́ı imp-

likace
a, b ∈ U =⇒ a + θ(b − a) ∈ U θ ∈ [0, 1].

Definice 20 Bud’ U ⊂ IRn konvexńı množina. Řekneme, že J : U → IR je
konvexńı funkce, jestliže

J(u + θ(v − u)) ≤ J(u) + θ(J(v) − J(u))

pro libovolné u, v ∈ U , θ ∈ [0, 1]. Řekneme, že J je ryze konvexńı, jestliže pro
u 	= v, θ ∈ (0, 1) plat́ı ostrá nerovnost.

Věta 17 U ⊂ IRn bud’ otevřená konvexńı množina, J ∈ C1(U). Pak

(i) J je konvexńı právě když J(v) ≥ J(u) + J ′(u, v − u) pro každé u, v ∈ U ;

(ii) J je ryze konvexńı právě když J(v) > J(u)+J ′(u, v−u) pro každé u, v ∈
U , u 	= v.

D̊ukaz: Necht’ je nejprve J konvexńı na U . Tzn., že je-li u, v ∈ U , potom

J(u + θ(v − u)) ≤ J(u) + θ(J(v) − J(u)), ∀θ ∈ (0, 1).
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Z toho plyne, že

J(v) − J(u) ≥ J(u + θ(v − u)) − J(u)
θ

, ∀θ ∈ (0, 1).

Nyńı uvažujme θ → 0+. Pak

J(v) − J(u) ≥ lim
θ→0+

J(u + θ(v − u)) − J(u)
θ

= J ′(u, v − u).

Dokažme opačnou implikaci. Necht’ je pro každé u, v ∈ U splněna podmı́nka

J(v) ≥ J(u) + J ′(u, v − u).

Z toho plyne, že pro každé θ ∈ [0, 1] plat́ı

J(u) ≥ J(u + θ(v − u)) − J ′(u + θ(v − u), θ(v − u))
= J(u + θ(v − u)) − θJ ′(u + θ(v − u), v − u)

a

J(v) ≥ J(u + θ(v − u)) + J ′(u + θ(v − u), (1 − θ)(v − u))
= J(u + θ(v − u)) + (1 − θ)J ′(u + θ(v − u), v − u).

Přenásobeńım prvńıho vztahu členem 1− θ a druhého θ a sečteńım dostaneme

(1 − θ)J(u) + θJ(v) ≥ J(u + θ(v − u)), ∀u, v ∈ U, ∀θ ∈ [0, 1].

Nyńı budeme dokazovat tvrzeńı (ii). Nejprve necht’ je

J(v) > J(u) + J ′(u, v − u), ∀u, v ∈ U, u 	= v, θ ∈ (0, 1).

Stejným postupem jako jsme právě užili (uvažujeme-li ostré nerovnosti) dosta-
neme, že f je ryze konvexńı.

Předpokládejme naopak, že f je ryze konvexńı. Tud́ıž, funkce f je rovněž
konvexńı. Z definice ryźı konvexity funkce f vyplývá, že pro θ ∈ (0, 1) a u, v ∈
U, u 	= v máme

J(u + θ(v − u)) < J(u) + θ(J(v) − J(u)).

Odtud a z tvrzeńı (i) ihned plyne, že

J(v) − J(u) >
J(u + θ(v − u)) − J(u)

θ

≥ J ′(u, θ(v − u))
θ

= J ′(u, v − u),

což jsme chtěli dokázat. �

Věta 18 U ⊂ IRn bud’ otevřená, J ∈ C1(U).
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(i) Je-li ū ∈ U bodem lokálńıho minima, je J ′(ū, ϕ) = 0 pro každé ϕ ∈ IRn

(neboli ∇J(ū) = 0).

(ii) Je-li nav́ıc U konvexńı, J konvexńı, potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvi-
valentńı:

1) ū je bodem lokálńıho minima,

2) ū je bodem minima,

3) ∇J(ū) = 0.

(iii) Je-li nav́ıc J ryze konvexńı, má J na U nejvýše jeden bod minima.

D̊ukaz: Tvrzeńı (i) je známé z matematické analýzy. Pro d̊ukaz (ii) předpoklá-
dejme, že U je konvexńı, J ∈ C1(U) a J je konvexńı. Z toho vyplývá, že

J(v) ≥ J(ū) + J ′(ū, v − ū) ∀v ∈ U. (4.1.1)

Jestliže ū je bodem lokálńıho minima, potom ∇J(ū) = 0 a J ′(ū, ϕ) = 0 pro
každé ϕ ∈ IRn. Odtud a z (4.1.1) plyne, že J(v) ≥ J(ū) pro všechna v ∈ U .
Tud́ıž, ū = arg minU J. Naopak, pokud ∇J(ū) = 0, pak podle předchoźıho je ū
bodem minima.

Pro d̊ukaz tvrzeńı (iii) předpokládejme, že J je ryze konvexńı a má v U dva
body minima u1 	= u2. Potom ale z ryźı konvexity plyne, že

J(u2) > J(u1) + J ′(u1, u2 − u1),

přičemž J ′(u1, u2 − u1) = 0, protože u1 je bod minima. To je ovšem spor. �

Definice 21 Pokud ∇J(u) = 0, potom bod u nazýváme stacionárńım bodem
funkce J .

Necht’ U ⊂ IRn je otevřená množina a necht’ J ∈ C2(U). Pak má J totálńı
diferenciál druhého řádu v libovolném bodě u ∈ U a směrové derivace druhého
řádu J ′′(u, ϕ, ψ) = ϕT

H (u)ψ ve směrech ϕ, ψ ∈ IRn, kde

H (u) =
(

∂2J

∂ui∂uj
(u)

)n

i,j=1

je Hessova matice (která je symetrická). Pokud u, v ∈ U a úsečka s krajńımi
body u, v lež́ı celá v množině U , potom plat́ı Taylor̊uv vzorec ve tvaru

J(v) = J(u) + J ′(u, v − u) +
1
2
J ′′(u + θ(v − u), v − u, v − u)

pro nějaké θ ∈ [0, 1]. Použit́ım tohoto vzorce lze dokázat následuj́ıćı větu:

Věta 19 Necht’ J : IRn → IR, J ∈ C2 a necht’ existuje α > 0 takové, že
J ′′(u, ϕ, ϕ) ≥ α‖ϕ‖2 pro všechna u, ϕ ∈ IRn. Potom J je koercivńı a ryze
konvexńı na IRn.


