Kapitola 4

Numerické metody
optimalizace

V této kapitole se vénujeme vykladu zakladu konvexni analyzy v IR™ a zdklad-
nim numerickym metoddm pro hleddni minima (lokdlnfho minima) funkei vice
proménnych. Na zacatku uved’'me dva piiklady.

Piiklad 12 Prokldddni krivek namérenymi daty: Mame zadany hodnoty x;,
yi (1 =1,...,r21 < ... < x,). Heddme funkci f = f(aq,...,an,x) zévislou
na kone¢né mnoha parametrech aq,...,a, tak, aby jeji hodnoty v x; byly co
nejblize k y;. Pouzijeme-li metodu nejmensich ¢tverct, je tfeba minimalizovat

funkci

J(og, ... apn) = Z(f(al,...,an,xi) — )2

i=1

Priklad 13 Optimalizace tvaru radidtoru ustredniho topeni: Snazime se najit
co nejvyhodnéjsi tvar prufezu zebra. Tento tvar muzeme reprezentovat uzavie-
nou kfivkou okolo pocatku. Protoze chceme, aby tato kfivka byla symetricka,
muzeme ji reprezentovat pomoci nezaporné funkce p : [0,b] — [0, +00). Tvar
zebra pak vznikne doplnénim grafu této funkce o ¢asti soumérné s nim sdruzené
podle pocatku a obou os. Rozlozeni teploty T' bude spliiovat rovnici pro vedeni

tepla ve tvaru?
d dT dp\?
— ) — | = 1 — | T
dx (p(:(‘) dx) ot (dx)

s okrajovymi podminkami T'(0) = Tp, T(b) = Ty, kde a je konstanta zdvisejici
na vlastnostech materidlu. Celkové mnozstvi tepla uvolnéného do okoli je

b
I:2/ kTdzx,
0

......

dardni situaci hledani minima funkce nékolika proménnych

o7
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kde k£ > 0 je opét konstanta zavisejici na vlastnostech materidlu. Ukolem je
najit funkci p takovou, aby hodnota funkciondlu I(p) byla maximdlni, tedy
aby hodnota F(p) = —I(p) byla minimalni. Pfesnéji feceno, hleddme funkci
p* € C1([0,b]) tak, aby

F(p*) = in F
(r") peimn (p)

a zdroven p(b) = 0, p(0) = K > 0 (K je zaddno) a p > 0 na [0,b). Oznacime-li U
mnozinu v3ech takovych funkef (bez pozadavku minimality), hleddme minimum
funkce F' na mnoziné U. Takto formulovand iloha spadd do odvétvi matem-
atiky zvaného optimdini rizeni. Pro pouziti numerickych metod se musime jesté
omezit na néjakou mnozinu U c U funkef uréenou koneéné mnoha parame-
try wuq,...,u,. Kazdé takové n-tici parametru pfifadime funkci p € U, k té
vypocteme teplotu T', hodnoty I(p) a F(p) a polozime F(u1,. .., u,) := F(p).
Tim uz jsme tlohu prevedli na problém minimalizace funkce F : IR™ — IR.

V obou ptipadech jsme dospéli k tloze minimalizovat redlnou funkci n
proménnych. Je vidét, ze tato tiloha ma fadu praktickych aplikaci. Podobné
jako u diferencidlnich rovnic explicitni vzorce pro minimalizaci funkci v netri-
vialniche piipadech neexistuji. Proto byly vyvinuty rizné numerické minimal-
izacni algoritmy.

4.1 Zaklady konvexni analyzy

V této casti uvedeme nékteré zékladni pojmy a vysledky konvexni analyzy,
které se vyuzivaji pii numerickém hleddni extrému. V dalsim bude U podmnozi-
na IR™ a J zobrazeni U do IR. V dalsim bude symbol || - || znacit eukleidovskou
normu v prostoru IR™.

Definice 18 Hodnotu J(%), @ € U nazveme (absolutnim, globalnim) minimem
funkce J na U, jestlize nerovnost J(u) > J(@) plati pro vsechna u € U. Bod @
nazyvame bod minima, piSeme J(@) = miny J nebo 4 = argmingy J.

Hodnotu J(@), @ € U nazveme lokdlnim minimem funkce J, jestlize existuje
okoli V' (u) bodu @ takové, ze J(@) je (globdlnim) minimem J na UNV (u). Bod
u se pak nazyva bodem lokdlniho minima.

Z matematické analyzy zname nasledujici vysledek.

Véta 15 Bud’ U C IR™ omezend, uzaviend mnozina a J : U — IR spojitd
funkce. Potom J nabyjvd na U minima.

Definice 19 Necht’ U C IR" je neomezend mnozina a J : U — IR. Rekneme,
ze funkce J je koercivni, jestlize

lim J(u) = 4o0.
H%He—(’]oo
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Véta 16 Necht’ U C IR" je neomezend, uzaviend mnozina. Bud’ J : U — IR
spojitd a koercivni. Pak J nabyjvd na U minima.

Ditkaz: Necht’ a € U. Z podminky koercivity vyplyva, ze existuje takové
R >0, ze

s

a€BO,R)NU #£0, YueU\B(O,R): J(u) ZJ(a)—i—l—?,

kde B(0, R) oznacuje uzavienou kouli se stfedem v poc¢dtku a polomérem R.
Oznacime-li K = U N B(0, R), nabyva J na K podle minulé véty v néjakém
bodé % minima. Pak je ale pro u € U \ B(0, R)

J(w) 2 J(a) + 7= > J(a) > J (@)
a hodnota J(@) je tedy minimem na celé mnoziné U. O

Necht’ U C IR" je oteviend, J € C'(U). Pak pro kazdé u € U, ¢ € IR"
existuje smérova derivace

. Ju+0p) — J(u)
1 _
) = iy =g ———

Jeji hodnota je rovna V.J(u). ¢, kde

a.J a.J (u)>T

VJ(u) = gradJ(u) = (am(u),,aun

je gradient funkce J.
Pripomenme, ze mnozinu U C IR"™ nazyvame konvexrni, jestlize plati imp-
likace
a,belU = a+0b—a)eU 0€][0,1].

Definice 20 Bud’ U C IR™ konvexni mnozina. Rekneme, ze J : U — IR je
konvexni funkce, jestlize

J(u+ 0 —u)) < J(u) + 0(J(v) — J(u))

pro libovolné u,v € U, 6 € [0,1]. Rekneme, ze J je ryze konvexnd, jestlize pro
u# v, 6 € (0,1) plat{ ostrd nerovnost.

Véta 17 U C IR™ bud’ oteviend konvezni mnozina, J € C*(U). Pak
(i) J je konvexni pravé kdyz J(v) > J(u) + J' (u,v — w) pro kazdé u,v € U;

(it) J je ryze konvernd prdavé kdyz J(v) > J(u) + J'(u, v —u) pro kazdé u,v €
U, u#wv.

Diikaz: Necht’ je nejprve J konvexni na U. Tzn., ze je-li u,v € U, potom

Ju+0(v—u)) < Ju)+6(J(v)— J(u)), Vo € (0,1).
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7 toho plyne, ze
Ju+0v—u))—J(u)

J(w) — J(u) > 7 ) V8 € (0,1).
Nyni uvazujme 6 — 0+. Pak
J(v) = J(u) > lim Jut 6 —w) = Jw) _ J (u,v — u).

Dokazme opa¢nou implikaci. Necht’ je pro kazdé u,v € U splnéna podminka
J(v) > J(u) + J (u,v — u).
Z toho plyne, Ze pro kazdé 0 € [0, 1] plati

Ju) > Ju+0wv-—u))—Ju+0v-—u),0(v-—u)
= Ju+0@v-—-u)—0J(u+0v—u),v—u)

J) > Ju+0w-—u)+J(u+0uv-—u),(1-0)(v—u))
= Ju+0wv-—u)+1-=0)J (u+0v—u),v—u).

Prendsobenim prvniho vztahu ¢lenem 1 — 6 a druhého 0 a se¢tenim dostaneme
(1-=0)J(u)+0J(v) > J(u+6(v—u)), Vu,v € U, V8 € [0, 1].
Nyn{ budeme dokazovat tvrzeni (ii). Nejprve necht’ je
J(v) > J(u) + J' (u,v — u), Yu,v € Uyu # v,0 € (0,1).

Stejnym postupem jako jsme pravé uzili (uvazujeme-li ostré nerovnosti) dosta-
neme, ze f je ryze konvexni.

Predpokladejme naopak, ze f je ryze konvexni. Tudiz, funkce f je rovnéz
konvexni. Z definice ryzi konvexity funkce f vyplyva, ze pro 6 € (0,1) a u,v €
U, u # v mame

Ju+0(v—u)) < J(u)+6(J(v) — J(u)).
Odtud a z tvrzeni (i) ihned plyne, ze

J(0) — J(u) Ju+0(v—u))— J(u)

coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 18 U C IR" bud’ oteviend, J € C*(U).
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(i) Je-li w € U bodem lokdlniho minima, je J'(u, @) = 0 pro kaZdé ¢ € IR™
(neboli VJ(@) = 0).

(i) Je-li navic U konvexni, J konvexni, potom jsou ndsledujici tvrzend ekvi-
valentni:
1) @ je bodem lokdlniho minima,
2) u je bodem minima,
3) VJ(u) =0.

(#ii) Je-li navic J ryze konvexni, md J na U nejvyse jeden bod minima.

Diikaz: Tvrzeni (i) je zndmé z matematické analyzy. Pro dikaz (ii) predpokls-
dejme, 7e U je konvexni, J € C1(U) a J je konvexni. Z toho vyplyva, ze

J(v) > J(u)+ J'(u,v —u) YveU. (4.1.1)

Jestlize @ je bodem lokélniho minima, potom VJ(@) = 0 a J'(@,¢) = 0 pro
kazdé ¢ € IR™. Odtud a z (4.1.1) plyne, ze J(v) > J(u) pro vSechna v € U.
Tudiz, 4 = arg miny J. Naopak, pokud VJ(u) = 0, pak podle pfedchoziho je @
bodem minima.

Pro dikaz tvrzeni (iii) predpokladejme, ze J je ryze konvexni a ma v U dva
body minima w1 # us. Potom ale z ryzi konvexity plyne, ze

J(UQ) > J(Ul) + J’(ul, U — ul),
pricemz J'(u1,us — uy) = 0, protoze u; je bod minima. To je ovSem spor. [

Definice 21 Pokud VJ(u) = 0, potom bod u nazgvdme staciondrnim bodem
funkce J.

Necht’ U C IR™ je oteviend mnozina a necht’ J € C?(U). Pak ma J totaln{
diferencidl druhého fadu v libovolném bodé v € U a smérové derivace druhého
fadu J" (u, p, 1) = T H (u)y ve smérech o, € IR™, kde

H(u) = (afjai@ (U)> Zjl

je Hessova matice (kterd je symetrickd). Pokud u,v € U a tsecka s krajnimi
body w, v lezi celd v mnoziné U, potom plati Tayloruv vzorec ve tvaru

1
J(v) = J(u)+ J (u,v —u) + §J"(u+ O(v—u),v—u,v—u)
pro néjaké 6 € [0,1]. Pouzitim tohoto vzorce lze dokdzat nésledujici vétu:

Véta 19 Necht’ J : R® — IR, J € C? a necht’ existuje o > 0 takové, Ze
J"(u,0,0) > alle||?* pro vsechna u,p € IR™. Potom J je koercivni a ryze
konvezrni na IR™.



