Kapitola 1
Uvod

Numerickd matematika (nékdy téz nazyvand vypoctova matematika — odpo-
vidajici pfekladu anglické terminologie "numerical /computational mathemat-
ics”) predstavuje rozséhlou oblast matematiky zabyvajici se zpracovdnim ma-
tematickych modeli pomoci vypocetni techniky. Vypoctova matematika tedy
realizuje pfechod od c¢isté teoretické matematiky k prakticky pouzitelnym vy-
sledkum. S jejim pouzitim se lze setkat ve vSech oblastech lidské ¢innosti —
zejména v technice a prirodnich védach, ale i v ekonomice, financich, lékarskych
védach a jinde.

Numerickd matematika obsahuje hluboké teorie ziskané na zakladé vysledku
z matematické analyzy, algebry, funkciondlni analyzy, topologie a ostatnich
matematickych disciplin. Cilem teoretické numerické matematiky je dokazat
kvalitativni vlastnosti numerickych metod a algoritmu za pomoci rigoréznich
matematickych postupt. To je ¢asto mozné pouze za restriktivnich predpokladu,
pripadné pro zjednodusené modelové problémy. Na druhé strané, ispésné ap-
likace numerickych metod jsou ¢asto podminéné uzitim nékterych ”ptisad”,
které nejsou standardnimi v jinych castech matematiky. Teoretické vysledky
jsou heuristicky extrapolovany na komplikované problémy na zakladé nasi zku-
Senosti, intuice a ¢etnych numerickych experimentt a testi. Odtud plyne, ze
numerickd matematika ma dvé ”tvare”. Jak se vyjadril profesor A. Ralston ve
své monografii [12], muZzeme ji na jedné strané charakterizovat jako védu a na
druhé strané jako umeéni.

Numerickd matematika se zabyvé fadou oblasti. Jmenujme zejména feseni
velkych soustav linedrnich rovnic, vypocet vlastnich &isel a vlastnich vektoru
matic, FeSeni systému nelinedrnich rovnic, aproximaci funkci, numerickou inte-
graci, numerické metody optimalizace a feSeni obycCejnych a parcidlnich difer-
encialnich rovnic. Nejruznéjsim partiim numerické matematiky je vénovana
fada uCebnic a monografii. Zde uvddime pouze nékteré z nich, které maji vz-
tah k zdkladnim kurzum numerické matematiky a umoznuji rozsitit znalosti
ziskané v téchto kurzech. Jednd se o monografie [1], [3], [5], [11], [12] a [14].

Cilem téchto skript je poskytnout zdkladni uéebni text studentum, kteii
nav§tévuji prednasku Zdklady numerické matematiky na Matematicko-fyzikalni
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fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Cést témat, kterymi se tato prednaska
zabyva, je jiz shrnuta ve skriptech J. Segethové [13]. Jde o interpolaci funkei,
ortogondlni polynomy, aproximaci metodou nejmensich étvercu, numerickou
kvadraturu, numerické metody linearni algebry a feSeni nelinearnich rovnic.
Cést témat obsazenych v piedndsce ovsem nenf v téchto skriptech uvedena.
Skripta, ktera drzite v ruce se snazi tuto mezeru zaplnit.

Naéplni skript je vyklad nésledujicich partii numerické matematiky, které v
dalsi ¢asti ivodu popiseme podrobnéji.

Interpolace funkci pomoci polynomi

Klasickou metodou aproximace dané funkce ¢ dané sady dat je interpolace
téchto dat polynomy. Pokud nam jde Cisté o aproximaci pomoci zadanych
funkénich hodnot v nékolika uzlech, jednd se o zndmou Lagrangeovu inter-
polaci polynomem. V tomto piipadé hledame polynom p, stupné n takovy,
ze

pn<xz):f(xz)7 i=0,--- 1,

kde f(x;) jsou zadané funkéni hodnoty ¢ data a x; jsou navzdjem ruzné
body, ve kterych se tyto hodnoty maji nabyvat. Tato forma aproximace se
ovSem nehodi pro velké sady dat, kdy jsou vypocty s polynomy velmi vysokych
stuptit nepraktické a vypocetné naroéné. Navic aproximace polynomy vysokych
stupnu neni vhodné k aproximaci nehladkych funkeci, napiiklad v tom smyslu,
ze posloupnost takto konstruovanych p, nemusi viubec konvergovat k f pro
n — o0o.

Aby se odstranily uvedené nevyhody polynomidlni interpolace, zacaly se ve
¢tyticatych letech 20. stoleti objevovat prvni ndznaky teorie spline funkei, které
si pro své vhodné teoretické a praktické vlastnosti ziskaly v nasledujicich de-
setiletich velkou oblibu. Zékladni myslenkou splint je konstrukce funkei, které
jsou po cdstech polynomialni na déleni daném napiiklad interpola¢nimi uzly
;. Pfitom se navic pozaduje, aby tyto funkce byly tiidy C* pro néjaké k. In-
terpolace takovymito funkcemi si zachovava vyhody polynomidlni interpolace,
zatimco se vyhybd jejim nevyhodam.

V kapitole 2 odvodime konstrukei po ¢astech kubickych interpola¢nich splint,
shrneme nékteré jejich vlastnosti a zminime se i o jinych typech splinu. Vzh-
ledem k rozsahlosti a hloubce této problematiky je pak nutné ¢tenaie odkazat
na specializovanéjsi literaturu, napiiklad velmi obsahla skripta Zdklady teorie
splint od K. Najzara, [9].

Numerické feseni obycejnych diferencialnich rovnic

Diferencialni rovnice, at’ jiz obyc¢ejné ¢i parcidlni, jsou velmi rozsdhlou oblasti
matematiky s bohatou historii, kterd i dnes prochézi velmi boutlivym vyvojem.
U obycejnych diferencidlnich rovnic jsou dnes zkoumané zejména kvalitativni
otazky tykajici se struktury FeSeni, invariantu, atraktori a podobnych objektu
¢i vlastnosti feSeni. Naproti tomu u komplikovangjsich nelinearnich parcialnich



diferencidlnich rovnic jsou i ty nejelementdrnéjsi otazky existence, jednoznaénos-
ti ¢i regularity feseni ¢asto dosud otevienym problémem. Pomoci diferencialnich
rovnic je formulovéna velka ¢ast fyzikdlnich i praktickych inzenyrskych problé-
mu. S diferencidlnimi rovnicemi se ale setkavame i v ekonomii, finanéni a po-
jistné matematice nebo v biologii. Z praktického hlediska vyvstava otdzka, jak
tyto rovnice tesit.

Vétsina kapitoly 2 bude vénovéana numerickému feseni obycejné diferencidlni
rovinice ve tvaru

y = f(z,y),

s predepsanou pocéteéni podminkou y(a) = 7. Existence (pifpadné i jed-
noznacnost) resenf takovéto rovnice je zarucena za velmi obecnych predpokladu,
viz napiiklad [7]. Naproti tomu existuje fada klasickych vysledku o nemoznosti
vyjadrit feSeni konkrétnich rovnic ”vzorcem”. Konkrétni piiklady takovych
rovnic uvadime na zac¢atku 3. kapitoly. Z toho vyplyva nezbytnost numerického
feSeni obyc¢ejnych diferencidlnich, které nam dovoluje nalézt v rozumném case
velmi presné aproximace jejich feSeni. V 3. kapitole budou zavedeny a ana-
lyzovany klasické jednokrokové a vicekrokové metody. Z teoretického hlediska
bude zkoumana konvergence téchto metod, teoretické i praktické odhady chyb
a vliv zaokrouhlovacich chyb na pfesnost feSeni. Na zavér uvedeme jednoduchy
piiklad na feseni jednoduché linedrni parcidlni diferencidlni rovnice. Zde pujde
ovSem pouze o ilustracni piiklad, protoze celd problematika se vymyka rozsahu
a zameéfeni tohoto textu.

Numerické metody optimalizace

V této posledni kapitole se budeme zabyvat hleddnim minima zadaného funkcio-
nélu, respektive bodu, ve kterém se toto minimum nabyva. Minimalizace daného
funkcionélu nenf jen ¢isté matematickou hiickou. Obecnym konceptem ve fyz-
ice jsou principy minimalizace energie, produkce entropie, funkcionalu akce
a podobné, které charakterizuji ruzné rovnovazné systémy, at’ jiz tyto po-
jmy znamenaji v konkrétnim piipadé cokoliv. V ¢isté aplikované, inzenyrské
praxi se také setkdvame s problémem najit feSeni néjakého problému, které
je v urc¢itém smyslu optimdlni. Problém samotny muze byt napiiklad komp-
likovanou diferencialni rovnici (napf. popisujici proudéni vzduchu kolem kiidla
letadla) a funkciondl, ktery minimalizujeme zdvis{ na daném fesen{ (napi. odpor
vzduchu pusobici na kifdlo daného tvaru). V tomto piifkladu je tedy cilem
najit optimalni tvar kiidla, pricemz jediné vyhodnoceni piislusného funkcionalu
vyzaduje vyfeseni rovnic proudéni vzduchu. Z tohoto duvodu je jasné, ze potie-
bujeme numerické metody minimalizace (o pfesném vyfeseni takto kompliko-
vané tlohy nemiuze byt fe¢), které budou velmi rychle konvergovat k presnému
feSeni dané tlohy.

V této kapitole napied vybudujeme zaklady konvexni analyzy a jako ptiklad
zakladni numerické metody pro minimalizaci funkciondlu uvedeme metodu
nejvétsiho spadu. V tomto pfipadé se jednd o metodu vyuzivajici informace
o gradientu daného funkcionalu. Jelikoz se jednad o velmi rozsdhlou, stile se
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vyvijejici problematiku, je zde opét nutné ¢tenare v pripadé zajmu odkézat na
podrobnéjsi texty specidlné zaméfené na toto téma, napft. [8].



