
Kapitola 1

Úvod

Numerická matematika (někdy též nazývaná výpočtová matematika – odpo-
v́ıdaj́ıćı překladu anglické terminologie ”numerical/computational mathemat-
ics”) představuje rozsáhlou oblast matematiky zabývaj́ıćı se zpracováńım ma-
tematických model̊u pomoćı výpočetńı techniky. Výpočtová matematika tedy
realizuje přechod od čistě teoretické matematiky k prakticky použitelným vý-
sledk̊um. S jej́ım použit́ım se lze setkat ve všech oblastech lidské činnosti –
zejména v technice a př́ırodńıch vědách, ale i v ekonomice, finanćıch, lékařských
vědách a jinde.

Numerická matematika obsahuje hluboké teorie źıskané na základě výsledk̊u
z matematické analýzy, algebry, funkcionálńı analýzy, topologie a ostatńıch
matematických disciplin. Ćılem teoretické numerické matematiky je dokázat
kvalitativńı vlastnosti numerických metod a algoritmů za pomoci rigorózńıch
matematických postup̊u. To je často možné pouze za restriktivńıch předpoklad̊u,
př́ıpadně pro zjednodušené modelové problémy. Na druhé straně, úspěšné ap-
likace numerických metod jsou často podmı́něné užit́ım některých ”př́ısad”,
které nejsou standardńımi v jiných částech matematiky. Teoretické výsledky
jsou heuristicky extrapolovány na komplikované problémy na základě naš́ı zku-
šenosti, intuice a četných numerických experiment̊u a test̊u. Odtud plyne, že
numerická matematika má dvě ”tváře”. Jak se vyjádřil profesor A. Ralston ve
své monografii [12], můžeme ji na jedné straně charakterizovat jako vědu a na
druhé straně jako uměńı.

Numerická matematika se zabývá řadou oblast́ı. Jmenujme zejména řešeńı
velkých soustav lineárńıch rovnic, výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u
matic, řešeńı systémů nelineárńıch rovnic, aproximaci funkćı, numerickou inte-
graci, numerické metody optimalizace a řešeńı obyčejných a parciálńıch difer-
enciálńıch rovnic. Nejr̊uzněǰśım partíım numerické matematiky je věnována
řada učebnic a monografíı. Zde uvád́ıme pouze některé z nich, které maj́ı vz-
tah k základńım kurz̊um numerické matematiky a umožňuj́ı rozš́ı̌rit znalosti
źıskané v těchto kurzech. Jedná se o monografie [1], [3], [5], [11], [12] a [14].

Ćılem těchto skript je poskytnout základńı učebńı text student̊um, kteř́ı
navštěvuj́ı přednášku Základy numerické matematiky na Matematicko-fyzikálńı
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fakultě Univerzity Karlovy v Praze. Část témat, kterými se tato přednáška
zabývá, je již shrnuta ve skriptech J. Segethové [13]. Jde o interpolaci funkćı,
ortogonálńı polynomy, aproximaci metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, numerickou
kvadraturu, numerické metody lineárńı algebry a řešeńı nelineárńıch rovnic.
Část témat obsažených v přednášce ovšem neńı v těchto skriptech uvedena.
Skripta, která drž́ıte v ruce se snaž́ı tuto mezeru zaplnit.

Náplńı skript je výklad následuj́ıćıch partíı numerické matematiky, které v
daľśı části úvodu poṕı̌seme podrobněji.

Interpolace funkćı pomoćı polynomů

Klasickou metodou aproximace dané funkce či dané sady dat je interpolace
těchto dat polynomy. Pokud nám jde čistě o aproximaci pomoćı zadaných
funkčńıch hodnot v několika uzlech, jedná se o známou Lagrangeovu inter-
polaci polynomem. V tomto př́ıpadě hledáme polynom pn stupně n takový,
že

pn(xi) = f(xi), i = 0, · · · , n,

kde f(xi) jsou zadané funkčńı hodnoty či data a xi jsou navzájem r̊uzné
body, ve kterých se tyto hodnoty maj́ı nabývat. Tato forma aproximace se
ovšem nehod́ı pro velké sady dat, kdy jsou výpočty s polynomy velmi vysokých
stupň̊u nepraktické a výpočetně náročné. Nav́ıc aproximace polynomy vysokých
stupň̊u neńı vhodná k aproximaci nehladkých funkćı, např́ıklad v tom smyslu,
že posloupnost takto konstruovaných pn nemuśı v̊ubec konvergovat k f pro
n → ∞.

Aby se odstranily uvedené nevýhody polynomiálńı interpolace, začaly se ve
čtyřicátých letech 20. stolet́ı objevovat prvńı náznaky teorie spline funkćı, které
si pro své vhodné teoretické a praktické vlastnosti źıskaly v následuj́ıćıch de-
setilet́ıch velkou oblibu. Základńı myšlenkou splin̊u je konstrukce funkćı, které
jsou po částech polynomiálńı na děleńı daném např́ıklad interpolačńımi uzly
xi. Přitom se nav́ıc požaduje, aby tyto funkce byly tř́ıdy Ck pro nějaké k. In-
terpolace takovýmito funkcemi si zachovává výhody polynomiálńı interpolace,
zat́ımco se vyhýbá jej́ım nevýhodám.

V kapitole 2 odvod́ıme konstrukci po částech kubických interpolačńıch splin̊u,
shrneme některé jejich vlastnosti a zmı́ńıme se i o jiných typech splin̊u. Vzh-
ledem k rozsáhlosti a hloubce této problematiky je pak nutné čtenáře odkázat
na specializovaněǰśı literaturu, např́ıklad velmi obsáhlá skripta Základy teorie
splin̊u od K. Najzara, [9].

Numerické řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic

Diferenciálńı rovnice, at’ již obyčejné či parciálńı, jsou velmi rozsáhlou oblast́ı
matematiky s bohatou historíı, která i dnes procháźı velmi bouřlivým vývojem.
U obyčejných diferenciálńıch rovnic jsou dnes zkoumané zejména kvalitativńı
otázky týkaj́ıćı se struktury řešeńı, invariant̊u, atraktor̊u a podobných objekt̊u
či vlastnost́ı řešeńı. Naproti tomu u komplikovaněǰśıch nelineárńıch parciálńıch
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diferenciálńıch rovnic jsou i ty nejelementárněǰśı otázky existence, jednoznačnos-
ti či regularity řešeńı často dosud otevřeným problémem. Pomoćı diferenciálńıch
rovnic je formulována velká část fyzikálńıch i praktických inženýrských problé-
mů. S diferenciálńımi rovnicemi se ale setkáváme i v ekonomii, finančńı a po-
jistné matematice nebo v biologii. Z praktického hlediska vyvstává otázka, jak
tyto rovnice řešit.

Většina kapitoly 2 bude věnována numerickému řešeńı obyčejné diferenciálńı
rovnice ve tvaru

y′ = f(x, y),

s předepsanou počátečńı podmı́nkou y(a) = η. Existence (př́ıpadně i jed-
noznačnost) řešeńı takovéto rovnice je zaručena za velmi obecných předpoklad̊u,
viz např́ıklad [7]. Naproti tomu existuje řada klasických výsledk̊u o nemožnosti
vyjádřit řešeńı konkrétńıch rovnic ”vzorcem”. Konkrétńı př́ıklady takových
rovnic uvád́ıme na začátku 3. kapitoly. Z toho vyplývá nezbytnost numerického
řešeńı obyčejných diferenciálńıch, které nám dovoluje nalézt v rozumném čase
velmi přesné aproximace jejich řešeńı. V 3. kapitole budou zavedeny a ana-
lyzovány klasické jednokrokové a v́ıcekrokové metody. Z teoretického hlediska
bude zkoumána konvergence těchto metod, teoretické i praktické odhady chyb
a vliv zaokrouhlovaćıch chyb na přesnost řešeńı. Na závěr uvedeme jednoduchý
př́ıklad na řešeńı jednoduché lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice. Zde p̊ujde
ovšem pouze o ilustračńı př́ıklad, protože celá problematika se vymyká rozsahu
a zaměřeńı tohoto textu.

Numerické metody optimalizace

V této posledńı kapitole se budeme zabývat hledáńım minima zadaného funkcio-
nálu, respektive bodu, ve kterém se toto minimum nabývá. Minimalizace daného
funkcionálu neńı jen čistě matematickou hř́ıčkou. Obecným konceptem ve fyz-
ice jsou principy minimalizace energie, produkce entropie, funkcionálu akce
a podobně, které charakterizuj́ı r̊uzné rovnovážné systémy, at’ již tyto po-
jmy znamenaj́ı v konkrétńım př́ıpadě cokoliv. V čistě aplikované, inženýrské
praxi se také setkáváme s problémem naj́ıt řešeńı nějakého problému, které
je v určitém smyslu optimálńı. Problém samotný může být např́ıklad komp-
likovanou diferenciálńı rovnićı (např. popisuj́ıćı prouděńı vzduchu kolem kř́ıdla
letadla) a funkcionál, který minimalizujeme záviśı na daném řešeńı (např. odpor
vzduchu p̊usob́ıćı na kř́ıdlo daného tvaru). V tomto př́ıkladu je tedy ćılem
naj́ıt optimálńı tvar kř́ıdla, přičemž jediné vyhodnoceńı př́ıslušného funkcionálu
vyžaduje vyřešeńı rovnic prouděńı vzduchu. Z tohoto d̊uvodu je jasné, že potře-
bujeme numerické metody minimalizace (o přesném vyřešeńı takto kompliko-
vané úlohy nemůže být řeč), které budou velmi rychle konvergovat k přesnému
řešeńı dané úlohy.

V této kapitole napřed vybudujeme základy konvexńı analýzy a jako př́ıklad
základńı numerické metody pro minimalizaci funkcionálu uvedeme metodu
největš́ıho spádu. V tomto př́ıpadě se jedná o metodu využ́ıvaj́ıćı informace
o gradientu daného funkcionálu. Jelikož se jedná o velmi rozsáhlou, stále se
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vyv́ıjej́ıćı problematiku, je zde opět nutné čtenáře v př́ıpadě zájmu odkázat na
podrobněǰśı texty speciálně zaměřené na toto téma, např. [8].


